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Am KIT gibt es seit 2013 eine eigens fiir Lehramtsstudierende konzipierte
Vorlesung:

Youtube-Videos: Kanal , Stochastikclips*,
Einfiihrung in die Stochastik (SS 2015)

Folien zum Download: http://www.math.kit.edu/stoch/ henze/
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Im Folgenden wird aus nachstehenden Biichern zitiert:

@ F. Barth, R.Haller: Stochastik Leistungskurs,
Ehenwirth Verlag 1992 [BH]

@ Mathematik neue Wege: Arbeitsbuch fiir Gymnasien 6,
Verlag Schroedel, 2009 [MNW6]

@ Lambacher Schweizer: Mathematik fiir Gymnasien 3,
Verlag Klett, 2005 [LS3]

@ Lambacher Schweizer: Mathematik fiir Gymnasien 10,
Verlag Klett, 2016 [LS10]

@ Lambacher Schweizer: Mathematik fiir Gymnasien, Kursstufe,
Verlag Klett, 2013 [LS-K]

@ Lambacher Schweizer: Stochastik Grundkurs,
Verlag Klett, 1996 [LS-G]

@ A. Eichler, M. Vogel: Leitfaden Stochastik: Fiir Studierende und
Ausiibende des Lehramts, Verlag Vieweg+Teubner, 2011 [LFS]

@ Sigma Grundkurs Stochastik, Verlag Klett 1990 [SGK].
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Verstindnisfragen

0 Verstdndnisfragen

Aus [LS10]: Eine Bernoulli-Kette besteht aus mehreren voneinander
unabhangigen Durchfiihrungen eines Bernoulli-Experimentes.

Was bedeutet voneinander unabhiangige Durchfiihrungen?

Ist diese Situation bei Basketballfreiwiirfen gegeben?
Aus [LS10]: Eine Byp-verteilte ZufallsgroBe hat den Erwartungswert
E(X)=p=n-p.

Warum?
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Verstindnisfragen

Aus [LS10]: Falls v ganzzahlig ist, hat diese Trefferanzahl die héchste
Wahrscheinlichkeit, und das entsprechende Rechteck im Histogramm ist das
hochste. Falls i nicht ganzzahlig ist, hat eine der benachbarten Trefferanzahlen
die maximale Wahrscheinlichkeit.

Warum?

Aus [LS10]: Eine By,-verteilte ZufallsgroBe hat die Standardabweichung

o= /np-(1-p).

Warum?

Warum fiihrt man iiberhaupt die Standardabweichung ein?

Anmerkung: 0 = /(1 — )2 - P(X = 21) + ... + (zn — p)2 - P(X = zn)
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Verstindnisfragen

Aus [LS10]: Man kann zeigen: Wenn bei einer Binomialverteilung die Parameter
n und p geniigend groB sind, dann betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass die
Trefferanzahl um héchstens o vom Erwartungswert p abweicht, ca. 68%.

Anmerkung: ,,p geniigend groB" ist falsch!
Was heiBt ,,n geniigend groB“?
Warum gerade 68% ?

Aus [LS10]: Warum stimmen die Zahlen im Pascalschen Dreieck mit den
Binomialkoeffizienten iiberein?

Antwort: Es gilt die (durch Rechnung nachgepriifte) Formel
ny [n-1 4 n—1
k) \k-1 k '

Kann ich begreifen, warum diese Formel gilt?
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1 Grundraume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1.1 Definition (Grundraum)

Sei 2 := {w1,ws, ...} eine abzihlbare Menge.
Q heiBt (elementarer) Grundraum (Ergebnismenge, Ausgangsmenge)

Q) steht fiir die Menge der Ergebnisse eines stochastischen Vorgangs.

Sprechweise: w € ) heiBt Ergebnis.

1.2 Beispiel (n-facher Wiirfelwurf)
Q = {(a1,...,an) 1 a; € {1,
= {1,2,3,4,5,6}"

..,6}firj=1,...,n}

a; beschreibt das Ergebnis des j-ten Wurfs.

Norbert Henze, KIT
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1.3 Beispiel (n nicht unterscheidbare Wiirfel gleichzeitig werfen)

Q = {(bl,...,bn):lgblSbQS...Sbn§6}

b; steht fiir die j-kleinste Augenzahl.

OO

BY NC Norbert Henze, KIT i =



Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

Aus [LS-G]: Ein Zufallsexperiment ist erst dann ausreichend beschrieben, wenn
eine Menge S von mdglichen Ergebnissen eq, ..., e so festgelegt ist, dass bei
jeder Durchfiihrung des Zufallsexperimentes genau eines dieser Ergebnisse
eintreten muss. Diese Menge heiBt Ergebnismenge (Ausgangsmenge).

Es wurden damals auch unendliche Ergebnismengen thematisiert:

Welches ist die Ergebnismenge fiir das Zufallsexperiment: Werfen einer Miinze
und Feststellen der Anzahl der Wiirfe, bis zum ersten Mal Wappen fallt?
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1.4 Definition (Ereignis)
Jede Teilmenge A von €2 heiBt Ereignis.

{w} heiBt Elementarereignis, w € Q.

Sprechweise: ,, A tritt ein" <= w € A

1.5 Beispiel (n-facher Wiirfelwurf)
Ereignis verbal: , Es tritt mindestens eine Sechs auf*.

n

Ereignis als Teilmenge von Q = {1,...,6}™:

A = {(a17...7an)€Q: .irﬁ?c’naj:6}

J

Aus [LS-G]: Ein Zufallsexper. habe die Ergebnismenge S = {e1, €2, ..., er}.
Dann nennt man jede Teilmenge A von S ein zu diesem Zufallsexperiment
gehorendes Ereignis. Endet die Durchfiihrung des Zufallsexperimentes mit
einem Ergebnis aus A, so ist das Ereignis A eingetreten.
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1.6 Mengentheoretische Verkniipfungen von Ereignissen

Seien A, B C Q Ereignisse.

ANB = {weQ:we Aundwe B} (Durchschnitt von A und B)
verbal : A und B treten beide ein

AUB = {we€Q:wé€ Aoderwe B} (Vereinigung von A und B)
verbal : A oder B tritt ein (evtl. beide!)

OO

BY NC

Norbert Henze, KIT 1-



Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

A = {weQ:w¢g A} (Komplement von A)
in Worten : A tritt nicht ein

A\B = AnNB° ((Mengen)-Differenz von A und B)
in Worten : A tritt ein und (aber) B nicht
(., A ohne B")

AC
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

Im Fall A C B Sprechweisen:

@ ,Aus A folgt B*.
@ ,Wenn A eintritt, so auch B".

@ ,,Das Eintreten von A zieht das Eintreten von B nach sich“.

Im Fall AN B = (0 Sprechweisen:
@ , A und B disjunkt”,

@ , A und B unvereinbar”,

@ ,, A und B schlieBen sich gegenseitig aus".

ACB ANB=10
OO
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

(AUB)°= A°n B°

Verbal: Es tritt genau dann nicht mindestens eines der Ereignisse A und B ein,
wenn keines dieser Ereignisse eintritt.

(AnB)°= A°U B°

Verbal: Es treten genau dann nicht beide der Ereignisse A und B ein, wenn
mindestens eines dieser Ereignisse nicht eintritt.
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1.7 Definition (Zufallsvariable)

Jede Abbildung
X:Q - R

heiBt (reelle) Zufallsvariable.

Fiir w € Q heiBt X (w) Realisierung von X (zum Ausgang w).

Zufallsvariablen beschreiben reellwertigen Aspekt eines stochastischen
Vorgangs, z.B. bei Q = {1,2,3,4,5,6}™:

o X(ai,...,an):
@ X(a,...,an):
o X(ay,...,an)

a1+ ...+ an (Augensumme beim n-fachen Wiirfelwurf),

maxi<j<n a;j (groBte Augenzahl beim n-fachen WW),

az (zweite Augenzahl beim n-fachen WW).
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

[MNWG6]: Spielst Du z.B. Monopoly, dann kommt es auf die Augensumme an,

bei anderen Spielen auf den Unterschied der beiden Augenzahlen.Wir nennen
die GroBe, auf die es uns ankommt, Zufallsvariable.

[SGK]: Eine Abbildung X : Q@ — R heiBt eine ZufallsgroBe auf .

Wichtiger Zweck von Zufallsvariablen: Sie beschreiben Ereignisse!

1.8 Beispiel (Zweifacher Wiirfelwurf, X := Augensumme )

(1,0
2,
(3,1
4,1
(5,1)
(6,1)

{X = 5} = {(4’ 1)7 (3v 2)’ (2v 3)7 (17 4)}
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(1,2)
(2,2)
(3,2)
(4,2)
(5,2)
(6,2)

(1,3
(2,3
(3,3
(4,3)
(5,3)
(6,3)

(1,4)
(2,4
(3,4)
(4,4
(5,4)
(6,4)

(1,5)
(2,5)
(3,5)
(4,5)
(5,5)
(6,5)

(1,6)
(2,6)
(3,6)
(4,6)
(5,6)
(6,6)
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen

1.9 Definition (Indikator(funktion), Indikatorvariable)
Sei A C Q ein Ereignis. Die durch

1a(w) 1, falls w € A,
w) =
4 0, fallsw ¢ A,

definierte Zufallsvariable 14 : Q2 — R heiBt Indikatorfunktion von A
oder Indikator von A.

1.10 Satz (Rechenregeln fiir Indikatorfunktionen)
a) 1, =0, 1o =1,

b) 1% =14,

€) lac=1—14,

d) 1anp =14ls5,

e) 1aup =1a+ 15 — 1ans,

f) ACB < 14 <15.
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Grundriume, Ereignisse, Zufallsvariablen
Memo: 14(w) =1, fallsw € A; 14(w) =0, falls w ¢ A
Beachte: Seien A1, ..., A, C Q Ereignisse. Dann modelliert die
Indikatorsumme (Z3hlvariable)
X =14, +1a,+...4+14,

die Anzahl der eintretenden Ereignisse unter A1,..., A,.

Beispiele: Anzahl der
@ Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lange n,
@ gezogenen roten Kugeln beim Ziehen ohne Zuriicklegen,
@ Fixpunkte einer zufilligen Vertauschung von Zahlen,
@ freien Facher beim Verteilen von Teilchen auf Facher,

@ Mehrfachgeburtstage in einer Gruppe von Personen usw.
Méoglicher Grundraum:

Q = {0,1}" = {(ar,...,an) :q; €{0,1} fiir j = 1,...,n}.
A; = {(ar,...,an) € Qia; = 1)
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

L L L

ou L L

0 50 100 150 200 250 300

Fortlaufend notierte relative Hiufigkeiten fiir , Spitze nach oben" beim Werfen
einer ReiBzwecke
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Ideales Zufallsexperiment:

Experiment mit zufilligem Ausgang, das beliebig oft unter gleichen, sich
gegenseitig nicht beeinflussenden Bedingungen wiederholt werden kann, z.B.

@ Miinz- oder Wiirfelwurf,

Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen,

9
@ Drehen eines Gliicksrades,
@ Kartenverteilungen,

9

Ausspielungen beim Lotto.

Empirisches Gesetz iiber die Stabilisierung relativer Haufigkeiten:

Waichst bei einem idealen Zufallsexperiment die Anzahl der Wiederholungen, so
stabilisieren sich die relativen Haufigkeiten des Eintretens eines Ereignisses
erfahrungsgemaB um einen gewissen (unbekannten) Wert.
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume
Ideales Zufallsexperiment, Ergebnise modelliert durch Grundraum €.
n mal ,,in unabhangiger Folge" wiederholen
Ergebnisse € Q" = {(a1,...,an) 1 a; € Qfirj=1,...,n}
Sei ACQ, (a1,...,an) € Q" fest

hn(A) = %Z 1a(a;) (relative Haufigkeit von A zu (ai,...,an))
j=1

Fiir die relative Haufigkeitsfunktion h, : P(2) — R gelten:

0 0<ha(Ad) <1, ACQ,

@ hp(Q2) = 1,

@ hp(AUB) = hn(A)+ ha(B), falls ANB = 0,
@ hp(A) ~ ? bein — oco.

[LS3]: Bei einem Zufallsversuch gibt die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses

an, welchen Anteil man fiir das Ergebnis bei Versuchswiederholungen erwartet.

©NOK)
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

2.1 Definition (diskreter Wahrscheinlichkeitsraum)
(2, P) heiBt diskreter Wahrscheinlichkeitsraum :<=

@ Q # () elementarer Grundraum

@ P: P(Q2) — R mit folgenden Eigenschaften:

(P1) P(4) >0, ACQ,
(P2) P(Q) =1, o o
(P3) Ay, As,...C Q paarweise disjunkt = P (U An> =Y P(An)
(sog. o-Additivitat von PP) S n=t
P heiBt Wahrscheinlichkeitsverteilung oder WahrscheinlichkeitsmaB auf P(€2).

P(A) heiBt Wahrscheinlichkeit von A.

Beachte: Keine inhaltliche Definition von Wahrscheinlichkeit!

Im Folgenden Schreibweise:
A+B := AUB, falls ANB = 0, Aj=|J A, falls AinA; =0Vi+#j.
j=1 j=1
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Memo: (P1) P(A) >0, (P2)P(Q)=1, (P3) P(Z;il Aj) =32 P(A;j)

j=1

2.2 Folgerungen Fiir A, B, A1, Aa,... C Q gelten:
a) P(0) = 0,

b) ]P’( " A]-) = Y"_,P(4;) (endliche Additivitst),
) 0 < P(4) < 1,

d) P(4°) = 1-P(4) (Regel von der komplementiren W'),

e) ACB = P(A4) < P(B) (Monotonie),

f) PLAUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) (Additionssatz),

j=1 k=1 1<ip <...<ip<n
(Formel des Ein- und AusschlieBens)
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Memo: 2.2.b): P (i Aj) = iP(Aj)

Jj=1

f) P(AUB) = P(A)+P(B) — P(AN B)

Norbert Henze, KIT
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Memo: P(AU B) =P(A) + P(B) —P(AN B)
]P)(Al U AU A3) ]P)(Al U Az) + ]P)(A?,) — ]P)((Al U Az) N A3)
= P(A1) +P(A2) + P(As)
—P(A1 N A2) —P(A1 N A3z) — P(A2 N A3)
+ ]P)(Al NAsN A3)

A A As

A3
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

2.3 Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

Sei (2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und
pw) = P{w}), weq

Die Funktion p : © — [0, 1] heiBt Wahrscheinlichkeitsfunktion von P.

Beachte: P(A) =3 .4 p(w), ACQ.

©NOK)
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

2.4 Definition (Endlicher W-Raum, Laplacescher W-Raum)

Es sei (2, P) ein diskreter W-Raum. Ist Q endlich, so heiBt (2, P)
endlicher W-Raum.

Gilt fiir jedes A C Q

P(4) = 4] _ Anzahl der fiir A giinstigen Fille
Q| Anzahl aller moglichen Fille

)

so heiBt (2, P) Laplacescher W-Raum (der Ordnung |€2]).

P heiBt (diskrete) Gleichverteilung auf Q.
(©2,P) heiBt auch Laplace-Modell.

Es gilt dann insbesondere
P({w}) = L, w e Q.
1€2|
Sprechweisen: Echte Miinze, fairer (homogener) Wiirfel, rein zufélliges Ziehen.
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

2.5 Beispiel (Zweifacher Wiirfelwurf: Augensumme)

Q = {(i,5):1<i,j <6}, PH{(,5)}) = 3_16

X = Augensumme, d.h. X(i,5) :=i+j, w = (i,5) € Q.

P(X = 5) = p(1,4) +p(2,3) +p(3,2) +p(4,1) =4 o = &
P(X = k)
6/36
4/36
2/36

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 K
Stabdiagramm der Verteilung (7) von X
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Seien (2, P) ein W-Raum und X : Q2 — R eine Zufallsvariable. Dann ist

]P)X . P(R) — Rzo,
M= PX(M) i =PHw e Q: X(w) € MY)

ein W—MaB auf den Teilmengen von R, d.h. es gelten P* (M) >0, P¥(R) = 1
und

P¥ <Z M]-> => P¥(M;), falls My, M,,... C R paarweise disjunkt.
j=1 j=1

2.6 Definition (Verteilung einer Zufallsvariablen)

Das WahrscheinlichkeitsmaB P* auf P(R) heiBt Verteilung von X.

Da X hochstens abzihlbar viele Werte x1, z2, ... annehmen kann, gilt
PY(M) = > P(X=z;), MCR
Jjix; €M

d.h. PX ist durch Werte P(X = x;), j > 1, festgelegt (— Stabdiagramm!)
@O8
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Sei X eine (auf irgendeinem W-Raum (Q, P) definierte) Zufallsvariable.

Besitzt X die Verteilung Q, so schreiben wir hierfiir

X ~ Q (=P*=0Q).

Manche Verteilungen sind so wichtig, dass sie eigene Namen und Bezeichungen
erhalten, z.B.

X ~ Bin(n,p) <= P(X =k) = <Z>pk(1—p)n_k, ke{0,1,...,n}

(sogenannte Binomialverteilung mit Parametern n und p, n € N,;0 < p < 1).
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Kombinatorik

3 Kombinatorik

3.1 Satz (Erstes Fundamentalprinzip des Zahlens)
Es seien M und N endliche Mengen. Dann gilt:
|[M| = |[N| <= 3 f: M — N, f bijektiv.

3.2 Satz (Zweites Fundamentalprinzip des Zahlens, Multiplikationsregel)
Seien M eine endliche Menge und my,...,my € {1,...,|M]|}.
Sukzessive werden Elemente a1,as,...,ar € M so ausgewahlt, dass es fiir
das 1. Element a1 mi MGoglichkeiten,
das 2. Element a2 bei festgelegtem a; stets mo Moglichkeiten,

das 3. Element a3 bei festgelegten a1, a2 stets ms Moglichkeiten,

das k. Element  ay bei festgelegten aq,...,ar—1 stets my Moglichkeiten gibt.
Die Anzahl verschiedener k-Tupel (a1, ..., ax) ist dann das Produkt
mi1-mgz - ... -Mkgk.
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Kombinatorik

3.3 Definition (k-Permutationen)
Sei M eine n-elementige Menge.

a) Ein k-Tupel (a1,...,ax) mita; € M Vj=1,...,k heiBt
k-Permutation aus M mit Wiederholung (m.W.).

Perd (mW) := M*
sei die Menge aller k-Permutationen m.W. aus M.

b) Gilt zusatzlich a; # aj fiir alle i # j, so heiBt (a1, ...,ax) eine
k-Permutation aus M ohne Wiederholung (0.W.).
Hierfiir muss & < n gelten.

Pert! (oW) := {(a1,...,ax) € M* : a; # a; ¥V i # j}
sei die Menge aller k-Permutationen o.W. aus M.

Die n-Permutationen aus M heiBen kurz Permutationen von M.

OO
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Kombinatorik

3.4 Definition (k-Kombinationen)
Sei M durch eine Relation < geordnet.

a) Ein k-Tupel (a1, ...,ax) aus MF mit a1 < as <...< a heiBt
k-Kombination aus M mit Wiederholung.

KomM (mW) := {(a1,...,ar) € M* 1 a1 < a2 < ... < ax}
sei die Menge aller k-Kombinationen m.W. aus M.

b) Ein k-Tupel (a1,...,ax) aus M* mit a1 < as < ... < a heiBt
k-Kombination aus M ohne Wiederholung.

Kom} (oW) := {(a1,...,ax) € M¥ : a1 < as < ... < ax}

bezeichne die Menge aller k-Kombinationen aus M ohne Wiederholung.

Ist speziell M = {1,...,n}, so

M M
Pery, := Pery’, Kom), := Komj, .

OO
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Kombinatorik
Memo: Pery(oW) = {(a1,...,ar) € {1,...,n}* : a; # a; Vi # j}
Memo: Pery(mW) = {1,...,n}"
Memo: Komp (W) = {(a1,...,ax) € {1,...,n}* : 1<a1<a2< ... <ay}
Memo: Kom7 (mW) = {(a1,...,ar) € {1,...,n}" a1 < a2 < ... < ap}
3.5 Satz (Grundformeln der Kombinatorik)

Die Anzahl der k-Permutationen mit/ohne Wiederholung und der k-
Kombinationen mit/ohne Wiederholung aus M ist

m.W. oW. (k <n)

k-Permutationen n” nk
k-Kombinationen (" + Z - 1) (Z)

Hierbei ist nf=nn-1)...(n—(k—1)) = (nf!k)!
m m!

= 1=1.2.-...- =1
@O0 (E) am—t1 ™ m, 0
BY NC Norbert Henze, KIT 3 -



Kombinatorik

Memo: [Kom[(oW)| = (1)  Behauptung: [Komj (mW)| = ("*; ")

E]

BEWEIS: Sei a = (a1, ...,ax) € Komj (mW), also 1 < a1<a2<... <ap <n.
Idee: Ziehe Komponenten a1, ..., ax auseinander
by :=a1,ba:=az2+1,b3:=a3+2,..., by :=ar+k—1

= b= (bi,...,bx) = f(a) € Kom} " '(oW)

f: Komy (mW) — Kom[ ™"~ (oW) ist injektiv!

f ist surjektiv! (dabj=a;+j—1<=a;=0b—j5+1)

— [Kom}}(mW)| = [Kom}**~*(oW)| = ("+/]§_1>

Mit dieser Beweismethode bestimmt man z.B. die W' fiir einen Zwilling beim
Lotto.

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

4 Urnen- und Fiacher-Modelle

4.1 Urnenmodelle

In einer Urne liegen gleichartige, von 1 bis n nummerierte Kugeln. Wir
betrachten vier verschiedene Arten, k Kugeln aus dieser Urne zu ziehen.

(1) Ziehen unter Beachtung der Reihenfolge mit Zuriicklegen

Nach jedem Zug Kugel-Nummer notieren und Kugel zuriicklegen.
a; sei die Nummer der beim j-ten Zug erhaltenen Kugel.
Geeigneter Ergebnisraum:

Pergy(mW) = {(a1,...,ax) : 1 <a; <nfirj=1,...,k}
(k-Permutationen aus 1,2,...,n mit Wiederholung)
(2) Ziehen unter Beachtung der Reihenfolge ohne Zuriicklegen

Sei k < n. Ziehen wie oben, aber ohne Zuriicklegen.
Geeigneter Ergebnisraum:

Perf (oW) = {(a1,...,ax) € {1,2,...,n}" s a; # a; fir 1 <i#j <k}

(k-Permutationen aus 1,...,n ohne Wiederholung)

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

(3) Ziehen ohne Beachtung der Reihenfolge mit Zuriicklegen

Ziehen mit Zuriicklegen; am Ende nur Info, wie oft jede der n Kugeln
gezogen wurde. Geeigneter Ergebnisraum:

Komp(mW) = {(a1,...,ax) € {1,2,...,n}" 1a1 <... < ax}
(k-Kombinationen aus 1,...,n mit Wiederholung).

aj ist j-kleinste Nummer der gezogenen Kugeln.

(4) Ziehen ohne Beachtung der Reihenfolge ohne Zuriicklegen

Ziehen wie in (3), aber ohne Zuriicklegen (vgl. Lotto), k < n
Geeigneter Ergebnisraum:

Komp(oW) = {(a1,...,ax) €{1,2,...,n}" 1a1 < ... < ax}

(k-Kombinationen aus 1,...,n ohne Wiederholung)

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

4.2 Facher—Modelle

Es werden k Teilchen auf n von 1 bis n nummerierte Facher verteilt.
(1) Unterscheidbare Teilchen, Mehrfachbesetzungen zugelassen

Geeigneter Grundraum = Per (mW).
a; = Nummer des Fachs, in dem das j-te Teilchen liegt.
(2) Unterscheidbare Teilchen, keine Mehrfachbesetzungen

Geeigneter Merkmalraum = Perj (o).
(3) Nichtunterscheidbare Teilchen, Mehrfachbesetzungen zugelassen

Geeigneter Merkmalraum = Komj; (mW)

U U U U p—

(4) Nichtunterscheidbare Teilchen, keine Mehrfachbesetzungen

Geeigneter Merkmalraum = Kom?7, (oW)

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

Beachte: Urnen- und Facher-Modelle sind begrifflich gleichwertig!

Teilchen in Fach Nr. j legen <= Kugel Nr. j ziehen.

Teilchen unterscheidbar <=  Reihenfolge beachten.

Mit Zuriicklegen <=  Mehrfachbesetzungen zugelassen.

@ Kollisionsprobleme (Geburtstagsproblem,
Lotto-Gewinnreihenwiederholung)

@ Zwei-Drittel-Gesetz beim Roulette

@ Vollstindige Serien, Sammelbilder-Probleme

©NOK)
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Urnen- und Fécher-Modelle

4.3 Beispiel (Das Paradoxon der ersten Kollision)

Erstmals im Lotto dieselbe Zahlenreihe

Stuttgart (dpa/Isw). Die Staatliche Toto-Lotto GmbH in Stuttgart hat eine
Lottosensation gemeldet: Zum ersten Mal in der 40jdhrigen Geschichte des
deutschen Zahlenlottos wurden zwei identische Gewinnreihen festgestellt.
Am 21. Juni dieses Jahres kam im Lotto am Mittwoch in der Ziehung A die
Gewinnreihe 15-25-27-30-42—48 heraus. Genau dieselben Zahlen wurden
bei der 1628. Ausspielung im Samstaglotto schon einmal gezogen, namlich
am 20. Dezember 1986. Welch ein Lottozufall: Unter den 49 Zahlen sind
fast 14 Millionen verschiedene Sechserreihen méglich.

In der 3016. Ausspielung war zum ersten Mal eine Gewinnreihenwiederholung
aufgetreten!

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

Es gibt

-

> = 13 983 816

mogliche Gewinnreihen. Gedankliche Durchnummerierung:

Nr.
Nr.
Nr.

Nr.

Nr.
Nr.

Nr.

OO
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1:
2:
3:

44
45:
46:

[ary

N

N

45

w W

w

46

IS

N

47

[&,]

(=)}

48

Norbert Henze, KIT
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Urnen- und Fécher-Modelle

Gewinnreihenermittlung ist rein zufilliges Besetzen eines von insgesamt n
verschiedenen Fachern.

Modellierung: Sei

X, := Zeitpunkt der ersten Kollision beim sukzessiven

rein zufilligen Besetzen von n Fichern.
Welche Werte nimmt X,, an? Antwort: 2, 3,..., n+ 1.

X, > k+1 <= die ersten k Teilchen fallen in verschiedene Fiacher

n-m—1))-n=2)- ... -(n—k+1)

P(X,>k+1) = .

- ()

k=1,2,..., n+ 1. Komplementbildung liefert

n

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

k—1 ‘
J

P(Xn<k) =1-[[(1-2), —1,2,3,....n+ 1.

(Xn < k) ( n) k 3 n+

Jj=1

Fir n = 13 983 816 gilt P(X, < 3016) = 0.2775... ~ 10/36.

P(X, < k), n =13 983 816

0.6 1

T T T T T T T
1500 3000 4500 6000 7500 9000 10500 12000 k

Wahrscheinlichkeit fiir die erste Gewinnreihenwiederholung im Lotto nach
héchstens k Ziehungen

OO

BY NC Norbert Henze, KIT

4 -



Urnen- und Fécher-Modelle

Memo: P (X, <k) = 1-[['Z; (1—2), k=1,2,3,...,n+1.

P(Xn=k) = P(Xn<k)—P(X,<k-—1)
k-2 .
= = k-1 . (1 — l) ,
n N n
Jj=1

OO
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Urnen- und Fécher-Modelle

n = 365 (Tage des Jahres, ohne 29. Februar)

P(Xa5 = k)
.03 1
.02 +
||| | il "l""lllllgu..T
510 0 35 40 45 50 55

15 20 25 3 60

P(X365 < 23) ~ 0.503 (Geburtstags-Paradoxon)

X, t?
i 2 t)=1- - :
nhmP<\/H*t) 1 exp< 2), t>0

Es gilt

OO
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Der Erwartungswert
5 Der Erwartungswert
Motivation: Stochastischer Vorgang (z.B. Gliicksspiel) mit Ergebnismenge
Q={wi,...,ws}.
Sei X (wj) der Gewinn bei Ausgang wj.

Vorgang n mal unter gleichen, sich gegenseitig nicht beeinflussenden
Bedingungen durchfiihren.

H; mal trete der Ausgang w; auf, j =1,...,s.

Gesamtgewinn: X (w1) - Hi + ... + X (ws) - Hs.

Durchschnittlicher Gewinn pro Vorgang:
X)) - 4 X(ws) - e

n n

— ——
v P({wr}) ~ P({ws})

(empirisches Gesetz iiber die Stabilisierung relativer Haufigkeiten)

OO
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Der Erwartungswert

5.1 Definition (Erwartungswert)
Seien (€2, P) ein endlicher W-Raum, wobei Q := {wi1,...,ws}, und X : Q@ - R
eine Zufallsvariable. Dann heiBt
E(X) = > X(w;) P({w;})
j=1

der Erwartungswert von X.

Beachte: Ist Q = {w; : j > 1} abzihlbar-unendlich, so fordert man

oo

> X (@) P({ws}) < o0

j=1

und definiert unter dieser Bedingung

©NOK)
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Der Erwartungswert

Memo: E(X Z X(w)-P{w})

weN

5.2 Satz (Strukturelle Eigenschaften der Erwartungswertbildung)

Es seien X und Y Zufallsvariablen auf 2. Dann gelten:
a) EX+Y) = E(X)+E(®Y),

b) E(a-X) = a-E(X), a € R,
c) X <Y = E(X) < E(Y),

d) E(14) =P(4), ACQ.

Botschaft: Die Zuordnungsvorschrift X — E(

X) ist additiv, homogen und
monoton.

OO
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Der Erwartungswert

Memo: E(X +Y) = E(X) +E(Y), E(1a)=P(A)

5.3 Folgerung (Erwartungswert einer Zahlvariablen)

Seien Ay, ..., A, C Q Ereignisse und
W= Z La;
j=1

die Anzahl der eintretenden A;. Dann gilt E(X) = ZP(A]-).
j=1

Gilt speziell P(A1) = P(A2) = ... =P(A,) =: p, so folgt E(X) =n - p.

5.4 Folgerung Sei X die Anzahl der gezogenen roten Kugeln beim n-maligen
rein zufilligen Ziehen (mit oder ohne Zuriicklegen!) aus einer Urne mit r roten
und s schwarzen Kugeln. Dann gilt

7

=n. rarum ?
E(X)=n — (warum ?)

OO
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5.5 Beispiel (Anzahl der Rekorde in rein zufilliger Permutation)

08
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Der Erwartungswert

Sei Q := Pery, (oW) die Menge der Permutationen von 1,2,...,n.
P sei die Gleichverteilung auf Q.
Firj=1,...,n sei

Aj:={(a1,...,an) € Q:a; = max(a1,az,...,a;)}.

Sei X, :=14, + ...+ 14, die Anzahl der Rekorde.

E(X32) ~ 4.06, E(X1000000000) ~ 20.3.

OO
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Der Erwartungswert

5.6 Satz (Darstellungsformel fiir E(X) mithilfe der Verteilung)

Nimmt die Zufallsvariable X die verschiedenen Werte 1, ...,z an, so gilt:

k
=) z;-P(X =x;) (ist Definition von E(X) in [LS-K])

BEWEIS: Sei A; :={w € Q: X(w)=2;}, j=1,...,k. Es folgt

k
E(X) = > Xw) -P{w}) =D > Xw) -P{w})
wEAj

wenN j=1

ij Z P({w;}) Zxa X =z;).

wEA;

Allgemeiner gilt: Ist g : R — R eine Funktion, so folgt:

k

E(9(X)) = Y g(z;) - P(X =a).

j=1

@0
Norbert Henze, KIT
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Der Erwartungswert

5.7 Beispiel
Die Zufallsvariable X besitze eine Gleichverteilung auf {1,2,...,k}, d.h. es gilt

P(X =j) = %, j=1,... k. (Beachte: Q wird nicht spezifiziert!)
. 1< 1 k(k+1)  k+1
ﬁE(X):;JP(X:J):E;J:? =

Der Erwartungswert von X muss also keine Realisierung von X sein!

E(X) ist physikalischer Schwerpunkt!

OO
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Der Erwartungswert
Memo: E (Z?:I 1Aj> = >0, P(4;).

5.8 Beispiel (Anzahl der Fixpunkte in einer rein zufilligen Permutation)

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Sei Aj = {a1a2a3a4 €EQ:a; = ]}, 1=1,2,3,4.
Es gilt 1
P(A;) = 1= P(A2) = P(A3) = P(Ay).
Es folgt 4 1
(1) -odon
j=1
Allgemein bei einer rein zufilligen Vertauschung der Zahlen 1,2,...,n?
@0

BY NC Norbert Henze, KIT

5 -



Der Erwartungswert

Das Schnur-Orakel

n Schniire (im Bild n = 4) werden in der Mitte festgehalten, so dass 2n Enden
frei sind. Diese Enden werden rein zufdllig verknotet.

Welchen Erwartungswert (welche Verteilung) besitzt die Anzahl R, der dabei
entstehenden (geschlossenen) Ringe?

08
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Der Erwartungswert

Sei A; := {j-te Verknotung fiihrt zu einem Ring}, j=1,...

— R, = ilAj
=1

Bei n — 4 Schniiren: P(A1) — % P(Ag) — % P(As) = % P(As) = 1

1 1 1
Allg.: P(A1) = 1 P(A2) = 3 oy P(An—r) = 3 P(A,) =1
E(R)fzn:P(A-)*1+l+l+ - ST o
" s 7 3 5 777 T oam—1" k. £=2j
Jj=1 = Jj=1
— E[Rn) =... ~ 1°§” +0.98175 (1),
n 3 10 100 | 1000 | 10° 10°
E(R,) | 153 | 218 | 328 | 444 | 7.89 | 11.34

OO
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Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

6 Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

Situation: Urne mit r roten und s schwarzen Kugeln.

Die Kugeln seien gedanklich nummeriert: 1,2, ....r,r+1,...,7 + s.
Es wird n mal rein zufdllig mit Zuriicklegen gezogen.

Q = Per,t*(mW), P:= Gleichverteilung auf Q
A; = {(a1,...,an) € Q:a; <r} (j-te Kugel rot)
X = Z 1y, (= Anzahl der gezogenen roten Kugeln)
j=1
1] = (r+s9)"
|AJ| = T- (T+S)n_1
14, r
( J) |Q| r+s p, J ) <y L2

OO

BY NC Norbert Henze, KIT 6 -



Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

Memo: X =37 14, P(4;) =p, 4; = {(a1,.. ., an) EPeri ™5 (mW):a; < r}

6.1 Satz Es gelten:
a) E(X) = np,

b) P(X = k) = (Z)pk(l—p)n_k, kE=0,1,...,n.

BEWEIS von b)

KX =k} = [{(a1,...,an): genau k der a; sind <r}|

OO

{
n
= < )-|{(a1,...,an):a1gr,...,akgr,akH>r,...,an>r}|
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Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

Jetzt: Ziehen ohne Zuriicklegen, wobei n < r + s.

Q Per ™ (oW), P := Gleichverteilung auf €,
A;j {(a1,...,an) €Q:a; <1} (j-te Kugel rot)
X = Z 1y, (= Anzahl der gezogenen roten Kugeln)
=1
Q = (@¢+s)-(r+s—1)-... - (r+s—(n—=1)) = (r+s)*
[A;] = r-(r+s—1)-... - (r+s—(n—1)) = r-(r+s—1)2=L
_ 4l r _ |
]P)(AJ) - |Q| T‘+S’ .7_13 » ()

OO
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Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

Memo: X = Z;;l 1a;, A; ={(a1,...,an) € Per ™5 (oW) : a; < r}

6.2 Satz Es gelten:

.
a) E(X) = 0o ==
S (O R 0y _ S
b) ]P(X—k')— W’ ]{,‘—0,1,...,71, ([).—0, falls m < 4.
b: {X =k} = {(a1,...,an) : genau k der a; sind < r}|

{
n
(k) Har,...,an) rar <1y oosak S Ak > T L an > T

= <Z>-r(r—l)...(r—(k—1))-5(5—1)...(5—(n—k—1))
oy KX =k _ (n) 0 s! (r+s—n)
P(X =k) = (r+s)» <k> (r—=k)} (s—(n—kK))! (r+s)!

() ()

= —————==  (sog. hypergeometrische Verteilung Hyp(n,,s))

%)
OO
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Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

Selbsttest:

Konnen Sie fiir jeden der beiden Fille zeigen, dass

k-P(X =k) = n-p, - ,
kZ:O ( ) S

gilt?

OO
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Modellierung mehrstufiger Experimente
7 Modellierung mehrstufiger Experimente
Viele stochastische Vorginge bestehen aus Teilexperimenten (Stufen).
Ergebnisse eines n-stufigen Experiments sind n-Tupel w = (a1, a2, ..., an).
Dabei sei a; der Ausgang des j-ten Teilexperiments.
Sei €2; die Ergebnismenge des j-ten Teilexperiments.
Q = Ux--xQ = {w=(a1,...,an) 1 a; €Q; fir j=1,...,n}

ist natiirlicher Grundraum fiir das Gesamt—Experiment.

7.1 Beispiel (Pdlya-Urnenschema)

Eine Urne enthalte eine rote und drei schwarze Kugeln.

Rein zufillig Kugel ziehen und Farbe notieren.

Diese sowie eine weitere Kugel derselben Farbe in die Urne zuriicklegen.

Nach Mischen wieder Kugel ziehen. Mit welcher W' ist diese rot?

©NOK)
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Modellierung mehrstufiger Experimente

Ziehen einer roten (bzw. schwarzen) Kugel: ,7* (bzw. ,s" )
Q=0 X Q2 mit Q1 = Q2 = {r,s}

B := {(r,r),(s,r)} (die beim zweiten Mal gezogene Kugel ist rot)
Festlegung der Wahrscheinlichkeiten p(w) := P({w}):

1 2 1 3
= 2.2 .= ~.2  (,Erste Pfadregel”
p(r,r) 15 p(r, s) 15 (,Erste Pfadregel®)
3 1 3 4 .. P
p(s,r) == —- =, p(s,s) := = -— . (motiviert durch relat. Hiufigkeiten!)
4 5 4 5
Baumdiagramm: .@
1 3
a 1

2 3 1 4
5 5 5 5
2 3 3 12
20 20 20 20

OO
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Modellierung mehrstufiger Experimente

|
Bl

2 3 1 4
5 5 5 5
2 3 3 12
20 20 20 20
P(B) = p(r,r)+p(s,r) = —= + 3 _1 M
= PILTITPST) = 99T g T g

(,,Zweite Pfadregel")

Allgemein erhilt man ein begriindetes W-MaB auf (den Teilmengen von) Q
mithilfe einer Start-Verteilung und Ubergangswahrscheinlichkeiten.

OO
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Modellierung mehrstufiger Experimente

7.2 Satz und Definition

1 und €2 seien elementare Grundriaume, P; ein W-MaB auf Qq,

(sog. Startverteilung), mit W-Funktion p1(w1) := P1({w1}), w1 € Q1.

pa: Q1 X Qo — R sei eine Ubergangs-W-Funktion von €1 nach s,
d.h. eine Funktion mit den Eigenschaften
p2(wi,w2) > 0, (wi,w2) € Q1 x N,
Z p2(wi,w2) = 1, wi €.

wo €EQo
Dann definiert
p(wi,w2) = pi(wi) - p2(wi,ws) (sog. Erste Pfadregel)

eine W-Funktion auf € := Q; x Q2. Das durch

P(4) == > pw), ACQ,

w€eA

definierte W-MaB P zu p heit Kopplung von p; und pa.
N0

BY NC Norbert Henze, KIT

7 -



Modellierung mehrstufiger Experimente

7.3 Satz (Zweite Pfadregel)
P sei die Kopplung von p; und ps. Sei As C Qs und A := Q1 X As.
(A bezieht sich nur auf das zweite Teilexperiment!)

Dann gilt:

P(A) = > <Z pl(wl)'m(leW?))

wo €EAg w1 €2

(Summation der W'en aller Pfade, die zu einem Endknoten in A; fiihren).

Interpretation der Ubergangswahrscheinlichkeit pa(w1,ws):

W’, dass das zweite Teilexperiment den Ausgang w2 hat, wenn das erste
Teilexperiment den Ausgang ws hat.

Die Modellierung n-stufiger Experimente geschieht induktiv.

Falls fiir jedes wo die UW pa(wi,w2) nicht von w; abhingt, so sind die
Experimente ,,unabhingig voneinander” (— stochastische Unabhingigkeit).

OO
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

8 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Das Ziegen-Problem (Drei-Tiiren-Problem, Monty-Hall-Problem)

1 2
° / ° :

Hinter einer von drei Tiiren befindet sich ein Auto, hinter den beiden anderen
jeweils eine Ziege. Der Kandidat zeigt auf Tiir 1; diese bleibt zunichst
verschlossen. Der Moderator weiB, hinter welcher Tiir sich das Auto befindet.
Er darf die Auto-Tiir nicht 6ffnen, muss aber eine Ziege zu erkennen geben.
Der Moderator 6ffnet Tiir 3 und bietet an, von Tiir 1 zu Tiir 2 zu wechseln.

Soll man das tun?

Norbert Henze, KIT 8 -



Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Uber einen stochastischen Vorgang sei bekannt, dass ein Ereignis B eingetreten
ist. Wie beeinflusst diese Bedingung (Information) die Aussicht auf das
Eintreten eines Ereignisses A?

Motivierung bedingter Wahrscheinlichkeiten mithilfe relativer Haufigkeiten
Experiment mit Grundraum 2 n mal ,,in unabhingiger Folge" wiederholen.

Seien A, B C Q.

Sei H,(B) die Anzahl der Male, bei denen das Ereignis B eintritt,
H, (AN B) die Anzahl der Male, bei denen sowohl A als auch B eintreten.

H.(ANB)  +H.,(AnB) ~P(ANDB)

H.(B)  LiH.DB) ~ P(B)

ist relativer Anteil derjenigen Félle unter allen Féllen, in denen B eintritt, in

denen auch noch A eintritt.
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

o _ zH.(ANB) ~P(ANB)
M TH.B) T IHLB) - B(B)

8.1 Definition (bedingte Wahrscheinlichkeit)
Seien (2, P) ein diskreter W-Raum, A, B C Q mit P(B) > 0. Dann heift

P(AN B)

PAIB) = ~pp

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Achtung! Es gibt kein Ereignis A|B, vgl. [LFS], S. 116.

OO
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten
8.2 Zusammenhang mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
Betrachte zweistufiges Experiment:

Q=M xQ, w=(a1,a2), p(w):=pi(a1)p2(ai,az)

P(A) = Y pw), AcQ

Seien a1 € Q1, a2 € Q.

B = {ai} xQ (beim 1. Teilexperiment tritt Ergebnis a1 auf),
A = Q1 x{a2} (beim 2. Teilexperiment tritt Ergebnis as auf).

Es gilt AN B = {(a1,a2)} P(AN B) = pi(a1) - p2(a1,a2),

P(B) = Y pi(a)-pa(a1,a2) = pi(ar)- Y p2(a1,d2) = pi(ar)

agENo as€Q

— P(A|B) = p2((11702).

Ubergangswahrscheinlichkeiten sind bedingte Wahrscheinlichkeiten!

OO
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Beachte: Es gilt
P(ANB) = P(A)-P(B|A).

Hierbei meist P(A) und P(B|A) als Modellbausteine gegeben!

8.3 Satz (Multiplikationsformel)
Es seien A4,..., A, Ereignisse mit P(A1N...N An,—1) > 0. Dann gilt

P(AiN...NAR)

= P(A1)-P(A2]A1) - P(As|A N Ad) - ... P(An|A1 ... 0 An_s).

Die erste Pfadregel ist ein Spezialfall der Multiplikationsformel!

OO
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8.4 Satz (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit, Bayes-Formel)

Es seien Ai,..., A, paarweise disjunkte Ereignisse mit P(A;) > O fiir jedes j
und > | Aj = Q. Weiter sei B ein Ereignis. Dann gelten:

a) P(B) = E P(A;)-P(B|A;) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

b) Falls P(B) > 0, so gilt fiir jedes k

P(Ax|B) = n( o)) (Bayes-Formel)

> P(4,) - B(Bl4;)

Jj=1

BEWEIS:

n

P(B) = S B(BnA,) = S P(A)B(BIA,).

j=1
Bemerkung: Im Zusammenhang mit der Bayes-Formel nennt man
P(A1),...,P(Ay)... a-priori-Wahrscheinlichkeiten
P(A1|B),...,P(An|B)... a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten.

OO
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

8.5 Beispiel (Test auf eine seltene Krankheit)

Q = {(0,0),(0,8),(1,©), (1, @)}

1 (0) in erster Komponente: krank bzw. gesund

@ (O) in zweiter Komponente: positives (negatives) Testergebnis

K :={(1,0),(1,®)} .krank", G :={(0,6),(0,®)} . gesund" ,

e ={(1,9),(0,2)} , Test negativ’ , @ = {(1,®),(0,®)} ., Test positiv"
Modellannahmen: P(K) = g,

P(®|K) = pse, nSensitivitit, P(S|G) = psp ,Spezifitiat®.
P(K) - P(®|K)

P(K) -P(8|K) + P(G) - P(a|G)
P(G)=1-q, P@®|G)=1-psy =

Bayes-Formel — P(K|®) =

q * Pse
P(K = .
KI®) = i a=pu)

OO
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Pse = Psp = 0.998

10 4 P(K|®) als Funktion von ¢

0.8
0.6
0.4
0.2

rrrrrt —TTTrrrrt —T—TTrrrTt q

0 —
0.0001 0.001 0.01

1 000 000 Menschen Bluttest unterziehen, davon 1000 krank.
Von den 1000 Kranken erhalten ca. 998 ein positives Ergebnis.
Von den 999 000 Gesunden erhalten ca. 1 998 ein positives Ergebnis.

Insgesamt gibt es ca. 2 996 Personen mit positivem Testergebnis.
Davon ist nur ca. ein Drittel krank.
Sinn und Unsinn von Reihenuntersuchungen (!)

@0
Norbert Henze, KIT 8 -
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

8.6 Beispiel (Eine mannerfeindliche Universitat?)

Frauen Manner

Bewerberinnen  zugelassen | Bewerber zugelassen

Fach 1 900 720 200
Fach 2 100 20 800
Summe 1000 1000 420

0.74 = 09-08 + 0.1-0.2, 042 = 02-09 + 08-0.3

OO
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8.7 Beispiel (Das Simpson-Paradoxon)

Fiir Ereignisse A, B C 2 sowie Q2 = K1 + ...+ K,, kann Folgendes gelten:
P(B|ANK;) > P(B|A° N K;) fiir jedes j = 1,...,n

und (1) P(B|A) < P(BJA®). (Simpson-Paradoxon)

Im obigen Beispiel: n = 2, K; = {Bewerbung in Fach j},

B = {aus allen 2000 Bewerbern zufillig gewa3hlte Person wird zugelassen},

A = {aus allen 2000 Bewerbern zufillig gewéhlte Person ist mannlich}.

Beachte: Nach der Formel von der totalen W' fiir P4 und Pac gilt

P4(B)

ZPA ‘Pa(B|K;)  (042=0.2-0.9+0.8-0.3)

Pac(B) = ZPAF )-Pac(B|K;) (0.74=10.9-0.840.1-0.2)

OO
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9 Stochastische Unabhingigkeit

Ergebnisse von 25 Wiirfelwiirfen:
2535412636531423541426413
4334461234545633413626365
3645123645323464235621465
2262336362644144553335153

Begriffliche Schwierigkeiten!

@ Stein-Schere-Papier (kann ich unabhingig wechseln?)
@ Roulette (werden Zahlen bei ldngerem Ausbleiben wahrscheinlicher?)
@ Lotto (s.0.)

OO
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter der Bedingung B ist

P(A|B) — %.
Meist gilt

P(AN B)

b * P

Beispiel: Ziehen ohne Zuriicklegen aus ,,7/s-Urne®.

A = {,zweite Kugel rot“}, B = {,erste Kugel rot“}

r—1
r+s—1°

B(4) = ——.  P(4]B) =

Falls P(A|B) = P(A), so hat Eintreten von B wahrscheinlichkeitstheoretisch
keinen Einfluss auf das Eintreten von A.

OO

BY NC Norbert Henze, KIT
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In gleicher Weise bedeutet
P(B|A) =P(B) :

Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B ist ,,unabhdngig" von der
Information ,, A geschieht".

Beachte:

P(A|B) = P(A) < P(ANDB) = P(A)P(B),
P(B|A) = P(B) < P(ANB) = P(A)P(B).

In diesem Fall heien A und B (stochastisch) unabhéngig.

Dabei ist auch P(A) = 0 oder P(B) = 0 zugelassen.

OO
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9.1 Definition (stochastische Unabhangigkeit)

Ereignisse A1,..., A, C Q heiBen (stochastisch) unabhingig, falls gilt:

P <ﬂ Aj> = [Py
jET JET
fiir jede Menge T'C {1,2,...,n} mit |[T| > 2. (2" —n — 1 Gleichungen)

Folgerung: Drei Ereignisse A, B und C sind unabhingig <—

P(ANB) = P(A)-P(B),
P(ANC) = P(A)-P(C),
P(BNC) = P(B)-P(C),

P(ANBNC) = P(A)-P(B)-B(C).

Die ersten 3 Gleichungen bedeuten die paarweise Unabhangigkeit von A, B, C.

©NOK)

BY NC Norbert Henze, KIT
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Stochastische Unabhangigkeit

9.2 Wichtige Punkte im Zusammenhang mit Unabhingigkeit

a) A, B,C paarweise unabhingig #= A, B,C unabhingig

Gegenbeispiel: Echte Miinze zweimal in unabhingiger Folge werfen. Mégliche
Ergebnisse: (0,0), (0, 1), (1,0),(1,1), je mit W’ 1/4. Das Paar (a1, a2)
deterministisch durch a3 := a1 + a2 (mod2) zu Tripel (a1, a2, a3) ergénzen.

(0,0,0)

)0,

SR TERIRY

(1,1,0)

Sei Aj :={(a1,a2,a3) € Q:a; =1}, j = 1,2, 3. Dann gelten:
1
P(A) = 5 =P(42) = P(4s),
P(AiNAy) = i = P(A1NAg) = P(A2N A3),

P(A1NA2NAs) = 0.

Folg.: A1, A2, A3 paarweise unabhingig, aber nicht unabhingig.

OO
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b) P(ANBNC)=PA)P(B)P(C) #= A, B,C unabhingig
Gegenbeispiel: 2 ={1,2,3,4,5,6,7,8}, Laplace-Modell. Sei
A:=B:={1,2,3,4}, C:={1,5,6,7}.

Es gilt P(A) =P(B) =P(C)=1/2, P(ANBNC)=1/8. A und B sind
nicht unabhingig!

c) Unabhingigkeit hat nichts mit Disjunktheit zu tun!

d) Unabhéngigkeit ist von realer Beeinflussung zu unterscheiden!

Beispiel: Urne mit 2 roten und einer schwarzen Kugel; Ziehen ohne Z.
A := {, erste Kugel rot"}, B := {, zweite Kugel rot"}
P(B) =2/3, P(B|A)=1/2 = A und B nicht unabhingig

B ist real beeinflusst von A, aber nicht A von B!

OO

BY NC Norbert Henze, KIT

9 -



Stochastische Unabhangigkeit

Mit A und B sind auch A und B€ unabhingig, da

P(ANB°) = PA)—PANB) = P(A)—P(A4)-P(B)
= P(4)-(1-P(B))
= P(A) P(B°).
Damit sind auch A und B¢ unabhingig!

Induktiv gilt:

9.3 Satz (Unabhangigkeit und Komplementbildung)
Es seien (Q,P) ein W-Raum und Ai,..., A, C Q Ereignisse, n > 2.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Ai,..., A, sind stochastisch unabhangig.

b) Es gilt P (ﬂ Ain ) A;> = [P(A) - [P (45) fiir jede Wahl
i€l jeJ i€l jeJ
disjunkter Teilmengen I und J aus {1,2,...,n}.

OO
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9.4 Definition (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen)

Zufallsvariablen X7, ..., X, heiBen (stochastisch) unabhangig, falls gilt:
P(X1i=Fki,...,Xn =kn)= HP(Xj =k;)
j=1

fiir alle k1, ..., kn mit P(X; =k;)>0,5=1,...,n.

OO

BY NC Norbert Henze, KIT © =



Bernoulli-Kette, Binomialverteilung

10 Bernoulli-Kette, Binomialverteilung

10.1 Satz (Erzeugungsweise der Binomialverteilung)

Es seien A4,..., A, unabhingige Ereignisse in einem W-Raum (2, P) mit
P(A;) =:p, j=1,...,n. Dann gilt:

n

X :=) 14, ~ Bin(n,p),dh. P(X =k) = <k>pk(1—p)"k, k=0,...,n.

j=1

BEWEIS: Sei N :={1,...,n}, {N} ={TCN:|T|=k} =

(X=k = > NAn () 45

Te{N}, \i€T JEN\T

PO Aan () 4| = [[r@)- I P9 = o 1 -p*

ieT JEN\T i€T JEN\T

KNl = (Z) v
ONoIS
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Bernoulli-Kette, Binomialverteilung

10.2 Definition (Bernoulli-Kette)

Die Situation von Satz 10.1 ist gegeben mit
@ = O X...xXQp,

e Q; = {0,1} firj=1,...,n,
o P;({1}) = p = 1-P;({0}) firj=1,...,n,
o P({(a1,...,an)}) = p®2 T ton(l —p)"~ 41" = (ai,...,a,) € Q
o A; = {(a1,...,an) €Q:a; =1}
Der W-Raum (€2, P) (und das damit einhergehende Experiment) heiBt

Bernoulli-Kette der Lange n mit Trefferwahrscheinlichkeit p.
Dabei steht 1 bzw. O fiir Treffer bzw. Niete.

Es gilt: Die Ereignisse A1,..., A, sind stochastisch unabhangig, wobei
P(A4;) =p, 1 <j <n. (wurde in [BH] bewiesen).

Die Bernoulli-Kette wurde so in [BH], S. 221, eingefiihrt.

OO
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10.3 Beispiel (Bernoulli-Kette der Linge 4)

(07 07 07 0)7 (07 07 07 1)7 (07 07 17 0)7 (07 07 17 1)7
Q_ (07170’0)’ (07170’ 1)7 (071’150)7 (071’1’1)7
(1707070)7 (170707 1)7 (1707 170)7 (1707 17 1)7
(17170’0)’ (17170’ 1)7 (171’150)7 (1’1’171)
Sei ¢ :=1—p. Es gilt
P(A1) = p-(¢*+3pd° +3p°q+p°)
= p- (p+q)° =p="P(A) = P(43) = P(As),
P(A1NA2) = p°-(¢°+2pq+p*) =p* (p+q)* =p> =P(A1) - P(A,)

P(A1 N Az N As)

]P)(Al NAxNAzN A4)

P(Al n A3) = ]P)(Al n A4) usw.

p*-(g+p) = p° = P(A1) P(As) - P(A43)
P(Al N AN A4) = ]P)(Al N AsN A4) usw.
p4 = ]P)(Al) . P(AQ) . ]P)(A?,) . P(A4)

Man erkennt allgemeinen Sachverhalt in Bernoulli-Kette der Lange n: (!)

Falls 1 <iy <...<ip<m, soP(Ay N...NA;,)=p" - (p+¢g)"F

OO
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Bernoulli-Kette, Binomialverteilung

[LFS], S.145: Die n-malige paarweise stochastisch unabhangige Wiederholung
eines Bernoulli-Experimentes heiBt Bernoulli-Kette der Lange n.

Hiermit kann die Binomialverteilung Bin(n, p) nicht als Verteilung der Anzahl

der Treffer hergeleitet werden. Ein Gegenbeispiel ist fiir n = 3:
Q:={(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

mit der Gleichverteilung P auf Q) sowie

A :={(1,0,1),(1,1,0)}, A2 :={(0,1,1),(1,1,0)}, A3 :={(0,1,1),(1,0,1)},

vgl. 9.2.a). Die Ereignisse A1, A, A3 sind paarweise stochastisch unabhingig,
und A; bezieht sich auf ein j-tes Bernoulli-Experiment.

Die Zufallsvariable

ist nicht Bin(3, 1/2)-binomialverteilt, da P(X = 1) = 0 gilt.

OO
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10.4 Satz (Binomische Formel) Es gilt

(x+y)" = Z <Z> AR T (Ubungsaufgabe in [BH]!)
k=0

Begrifflicher Beweis: Es gilt

(z+y)" = (@+y)-(z+y) - (+y) ... -(x+y)

n Klammern

Nach den Regeln der Klammerrechnung muss man aus jeder Klammer entweder
x oder y auswdhlen und das Produkt der ausgewdhlten Zahlen bilden.

Hat man k& mal z (und damit n — k mal y) gew3hlt, so entsteht als Produkt
l'k . ynfk.

Es gibt (}) Méglichkeiten, aus den n Klammern (Objekten) k hierfiir zu
wahlen.

n

Am Ende muss man alle (k) -x® . y™ " iiber k von 0 bis n summieren.

OO
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Mit der binomischen Formel erhilt man leicht den Erwartungswert der
Binomialverteilung iiber das , Erwartungswertbildung-Rezept*:
Gilt X ~ Bin(n, p), so folgt

BX) = 3 k- (",j) AR
N——

OO
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Fiir welchen Wert k wird P(X = k) maximal?

[LS10], S. 140: Ist n - p ganzzahlig, so hat diese Trefferanzahl die hochste
Wahrscheinlichkeit. Andernfalls hat eine der beiden benachbarten
Trefferanzahlen die maximale Wahrscheinlichkeit (ohne Beweis).

Firk=1,2,...,n gilt

P(X = k) B (1) -p*-(a—p*
P =F 1) () P (L= gy D
_ p  n-— (k—=1)
1—p k
> <
= 1 < k{=)np+p.
< >

Hieraus folgt die Behauptung.

OO
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11 Varianz

0.4
0.31
0.21
0.11

P(X = k), X ~ Bin(8,0.5)

0123456 78

k

0.41
0.31
0.21
0.11

P(X = k), X ~Hyp(8,9,9)

012345678k

Zwei Verteilungen mit gleichem Erwartungswert, aber unterschiedlicher
» Streuung*

Aufgabe aus [LS-G]: Aus den natiirlichen Zahlen von 1 bis n wird eine zufallig
ausgewahlt. X sei die Zufallsvariable fiir die ausgewéhlte Zahl. Berechne E(X)
und V(X).

OO
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Motivation der Varianz iiber den durchschnittlichen Wert pro Vorgang der

quadratischen Abweichung von X um den Erwartungswert y = E(X), also
H H,

L (X (wn) — )

n n

(X (w1) = p)?

11.1 Definition (Varianz und Standardabweichung)
Fiir eine Zufallsvariable X heiBen (mit u := E(X))

V(X) == E(X - p)? (=E[X - w?)
die Varianz (der Verteilung) von X und
+vVV(X)

die Standardabweichung oder Streuung (der Verteilung) von X.

V(X) ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen g(X) mit g(z) = (x — p)°.

OO
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Memo: V(X) = E(X —p)’, Eg(X) =¥, g(e,) B(X = ;)

11.2 Satz (Darstellungsformeln fiir die Varianz)
a) Esgilt V(X) = EX? — 2.
b) Falls X die Werte z1,...,2, annimmt, so gilt

n

V(X) = ) (25— )’ P(X =)

j=1
= Y #P(X =g;) — p’
j=1

BEWEIS von a): (X —p)? = X2 —2.p- X 4+ 4° =
V(X) = E(X?)=2-p-pu+u’ = E(XQ) —

11.3 Beispiel (Gleichverteilung auf {1,2,...,k})
Sei P(X =j)=1/k fur j =1,...,k. Dann gilt

k 2 2
ZA 1 k+1 ks —1
j=1

OO
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P(X = xj)
0.3
0.2 1
0.1 A I
0 T3 T Tk

Stabdiagramm als Masseverteilung mit Schwerpunkt © = E(X).
Mit Winkelgeschwindigkeit v um g rotieren lassen

v; = |x; —plv Rotationsgeschwindigkeit von x;,
1 . .
E; = 3 P(X = x;)v; Rotationsenergie von z;
k ’U2 k
ZEj = 5 Z(x] —u)?P(X = ;) gesamte Rotationsenergie
— =
Trégheitsmoment

©NOK)
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Memo: V(X) =E(X — p)* = ¥, cq (X(@) - 1) - B({w})

Memo: V(X) =EX? —

11.4 Satz (Eigenschaften der Varianz)
a) V(X)>0,
V(X) = — PX=p=1

b) V(aX +b) = E(aX +b—E(aX+b))?>
C E@(X =) = V) v

(X
b) V(e X +b) = a®V(X), a,b R,
d) V(14) = P(A)(1-P(4)), ACQ.

E(aX +b—a-pu—>b)°

Norbert Henze, KIT
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11.5 Satz (Varianz einer Indikatorsumme)

Es seien A1,..., A, CQund X :=14, +...4+ 14,. Dann gilt:

X) = ZP(Ai) (1-P(A) +2 D (P(Ain4;) —P(4)P(4;))

Speziell: ]P)(AJ) = P(Al) Vi, ]P)(Al n A]) = P(Al n A2) Vi 7& ] =
V(X)) = n- {]P’(Al)(l —P(A1)) + (n—1) (IP’(Al N As) — ]P’(Al)z)} .

BewEIS: Wir verwenden V(X) = E(X?) — p2.
n 2 n n n n
X <Z 1Ai> = D2 laclay = 3D lana,
i— i=1 j=1 i=1 j=1
= Z 14, +2 Z la,na;, =

1<i<j<n
E (XQ) = ZP(Ai) +2 Z P(A; N Aj) usw.
i=1 1<i<j<n

OO
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Memo: Falls X =» 14, so:

Jj=1

11.6 Beispiel

a) Binomialverteilung

Falls X ~ Bin(n,p), so gilt V(X) = np(1l — p).

b) Hypergeometrische Verteilung

r r—1

Falls X ~ Hyp(n,r,s), so gilt wegen P(A; NA4;) =

V(X) = np(1—p) <1_7":9%)'

Mit Darstellungsformel?

OO
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Varianz
Memo: E(aX +b) = aE(X)+b, V(aX +b)=a’V(X)

11.7 Satz und Definition (Standardisierung)
Sei X eine Zufallsvariable mit positiver Varianz. Dann heiBt

. X-EX)
V(X)

die zu X standardisierte Zufallsvariable oder Standardisierung von X.

Der Ubergang von X zu X;E(X) heiBt Standardisierung.
VV(X)
Esgilt E(X) = 0, V(X) = 1.
Beim Standardisieren wird durch die Standardabweichung geteilt! Beispiel:

X ~ Bin(n,p) = X = ﬂ
np(l —p)

OO
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Memo: U <V = E(U) <E(V), E(14)=P(A)

11.8 Satz (Tschebyschow-Ungleichung)
Fiir jedes (noch so groBe) e > 0 gilt (mit p:=E(X))

PIX > e) < Yo
, |
1{|X—u|26}§< . “) o)
] o
—o0) =h(x)
Eg(X) < ER(X) e y e

OO
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12 Wartezeitverteilungen

Gegeben sei eine Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlichkeit p, 0 < p < 1.
Sei X die Anzahl der Nieten (0) vor dem ersten Treffer (1).

Welche Verteilung besitzt X7?

X=k < 000...01
k

Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist (1 — p)*p (1. Pfadregel)

Mdglicher Grundraum: ©Q = {1,01, 001, 0001, 00001, ...}

OO
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12.1 Definition und Satz (geometrische Verteilung)

Die Zufallsvariable X hat eine geometrische Verteilung mit Parameter p,
0<p<1, kurz: X ~ G(p), falls gilt:

P(X =k) = (1-p)*p, k € No.

Falls X ~ G(p), so gelten (warum?):

Achtung! X 4 1 modelliert die Zahl der Versuche bis zum ersten Treffer
(einschlieBlich des letzten Versuchs, der den ersten Treffer ergibt).

Also: p=1/6 = E(X +1)=6.

OO
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0.8+

0.4+

0.2

OO
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0.8+

0.4+

0.2

k
01234567289

Stabdiagramme geometrischer Verteilungen
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12.2 Beispiel
Ein Lottospieler gibt regelmaBig 10 verschiedene Tippreihen ab.
Pro Woche finden zwei Ausspielungen statt.
Wie groB ist der Erwartungswert (in Jahren) bis zum ersten ,, Sechser?
Modellierung der Folge der Ausspielungen als Bernoulli-Kette
mit Trefferwahrscheinlichkeit p = 10/ (469).
Sei X die Anzahl der Ausspielungen bis zum ersten Sechser.

Es gilt X — 1 ~ G(p).

1
EX = - = 1398 381,6 (Ausspielungen)

Ca. 104 Ausspielungen pro Jahr —-

X 1 398 381, 6

©NOK)
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12.3 Satz (Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung)
Sei X ~ G(p). Dann gilt:
P(X =m+k|X >k) = P(X =m) fiir jede Wahl von k, m € Np.

Bewers: Es gilt

P(X =m+k)
P(X > k)

(1—p)™**.p

P(X =m +k|X > k)

= (1-p"p
P(X = m).

@0
Norbert Henze, KIT 12 -
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Bernoulli-Kette: Verallgemeinerung der Fragestellung:
Sei r > 1 fest.

Welche Verteilung besitzt die Anzahl X der Nieten vor dem r-ten Treffer?

X=k < % % % % *x % % %k kx kx x * %k x x -+ % 1

Hier & Nullen und » — 1 Einsen

W' fiir eine konkrete Folge aus k Nullen, » — 1 Einsen und einer Eins am Ende:

(1—p)*-p " p

Anzahl der Auswahlen von k Nullen aus k£ + r — 1 Platzen: <k +;_ 1)

OO
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Wartezeitverteilungen

12.4 Definition und Satz (negative Binomialverteilung)

Die Zufallsvariable X besitzt eine negative Binomialverteilung mit Parametern
rundp (r €N, 0 <p<1), kurzz: X ~ Nb(r,p), falls gilt:

P(X = k) = (’”;”)yu—p)k, k € No.

Falls X ~ Nb(r,p), so gelten:

Beachte: (Warum negative Binomialverteilung?)

R — Dl ]

<k+r—l> k=1 (k+r—D(k+r—2).. . (r+Dr
k

OO

BY NC Norbert Henze, KIT 12 -



Wartezeitverteilungen

0.8 0.8
0.6 p=038, r= 0.64 p=05, r=2
0.4+ 0.4
0.2 0.2 l l l
1 T T L - k
01234567289 0123456789
P(X = k) P(X = k)
0.8 0.8
0.6 p=08, r=3 0.6 p=05 r=3
0.4 0.4
0.24 0.2
- k -—.J—I—l—.—'—!—'!‘—'!‘—'r-‘ k
0123456789 0123456789

Stabdiagramme von negativen Binomialverteilungen

OO

BY NC Norbert Henze, KIT 12 -



Wartezeitverteilungen

Offenbar gilt G(p) = Nb(1, p).
Besteht ein Zusammenhang zwischen Nb(r, p) und G(p) fiir r > 27

00100001001 000D0OD01T000O0ODO0OO0OO0OT1
-~ —— =~
X X X3 X4 X5

Vermutung: Ist X ~ Nb(r,p), so sollte X ~ X1 + ...+ X, gelten.

Dabei: X1,..., X, stochastisch unabhéngig und je G(p)-verteilt.

12.5 Satz (Struktur- und Additionsgesetz fiir Nb(r, p))

Sind X1,..., X, unabhingig und X; ~ G(p) Vj, so gilt > _ X, ~ Nb(r,p).

Jj=1

Fiir einen formalen Beweis hilfreich ist hier die Binomialreihe

(1+2)* = Z(i) z, lz] < 1, a €R.

k=0

OO
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Die Poisson-Verteilung

13 Die Poisson-Verteilung

@ eine grundlegende diskrete Verteilung,

@ entsteht u.a. als Approximation der Binomialvertelung Bin(n, p) bei
groBem n und kleinem p

@ tritt approximativ bei Zahlvorgdngen mit seltenen Ereignissen auf
(Unfalle, starke Erdbeben, Gewitter, Selbstmorde ...)

Betrachte Folge von Binomialverteilungen (Bin(n, pn))n>1 mit
n-pn = A, n>1 wobei X € (0,00).

Die erwartete Trefferzahl np,, bleibt also konstant.

OO
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Die Poisson-Verteilung

Sei k € Ny fest. Fiir n € N mit n > k gilt

<Z> 'pfz'(l—pn)"*’C = (nkﬂz_f(l_w)_k . (1_w)”

n n
ko k —k n
A (LAY (2
k! nk n n

~N ——

4 4 4

1 1 e
—>ﬁe7A fiir n — oo.

13.1 Satz (Gesetz seltener Ereignisse)

Sei (pn) eine Folge in [0, 1] mit lim, o mpn = A, wobei 0 < A < co. Dann gilt

k
& (”) ph(l—pn)* = e X
n—ooo \ k

o k=012
Q08
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Die Poisson-Verteilung

13.2 Definition (Poisson-Verteilung)
Die Zufallsvariable X besitzt eine Poisson-Verteilung mit Parameter A, A > 0,
kurz: X ~ Po()), falls gilt:

_n A

P(X=k) = e 7,

k=0,1,2,...

13.3 Satz (Eigenschaften der Poisson-Verteilung)
a) Falls X ~ Po()\), so gilt E(X) = V(X) = A
b) Sind X, Y unabhingig, X ~ Po(\), Y ~ Po(u), so gilt

X+Y ~ Po(A+p) (Additionsgesetz)

BEWEIS: a)

OO
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Die Poisson-Verteilung

b) z.z.: X,Y unabhingig, X ~ Po()A),Y ~ Po(u) = X +Y ~ Po(A + )

BEWEIS: Sei k € Ny beliebig. Es gilt

P(X+Y =k) = ZP =Y =k-}j)

= ZP(X:J')-P(Y:/«—J')
i=0
k ; k

_ T

- 2 S =)
o A R* O [k < A )J< 2 )k_]
M ;0 i) \3¥n) \NFu
—o A+ )"
R

DO8
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Die Poisson-Verteilung

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2+
0.1+

0.6
0.5
0.4+
0.31
0.2+
0.1+

OO
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—
—
—
— |
=
]

-

0123456

T T T

78 910

k

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.6
0.5
0.4+
0.31
0.2+

012345678910

Stabdiagramme von Poisson-Verteilungen
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Die Poisson-Verteilung

13.4 Beispiel (Das Rutherford-Geiger-Experiment)

Experiment: Radioaktives Praparat iiber 2608 Zeitintervalle von je 7.5
Sekunden Lange untersuchen. Insgesamt 10097 Zerfille gezahlt, also im
Durchschnitt 3.87 Zerfille innerhalb von 7.5 Sekunden.

k|0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14
ny |57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 0 1 1

Werte zum Rutherford-Geiger-Versuch

Dabei: ny = Anzahl der Zeitintervalle, in denen k Zerfille beobachtet wurden.

9 | Stabdiagramm der Verteilung Po(3.87)
e relative Zerfallshiufigkeiten ny /2608

T T T T T T

LI I LL
8 9 10 11 12 13 14

k

OO
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14 Grenzwertsatze

In diesem Kapitel behandeln wir

@ das Schwache Gesetz groBer Zahlen
sowie

@ Zentrale Grenzwertsitze
im Zusammenhang mit diskreten Verteilungen.

Diese Resultate sind grundlegende Ergebnisse der klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie mit vielfiltigen Anwendungen, auch in der Statistik.

Beide Resultate beziehen sich auf Summen unabhingiger Zufallsvariablen.

_ 1 <&
In der Fol hreib ir k Xni=— X;.
n der roige schreiben wir Kurz n ; 7



Grenzwertsitze

14.1 Satz (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen)

Seien X1, Xo,...,Xn,... unabhingige Zufallsvariablen mit gleichem Erwar-
tungswert p := EX; und gleicher Varianz o := V(X;) < co. Dann gilt:

lim P(|X,—p|>¢c)=0 fiir jedes > 0.
n— oo

BEWEIS: Sei ¢ > 0 beliebig. Es gilt E(X,) = + 7" E(X;) = p.

T n

P(|Xn—p|>e) < V(jg") (Tschebyschow-Ungleichung)
= =V <l Xj)
13 n <
j=1
1 1 " )
= 227 X; (V(aY) = a®V(Y))
i=1
1 n
T 22 V(X;) (X1,...,X5% unabh.)
=1
1

2 .
= S5 no — 0 bei n — oo.
g2n

©NOK)
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Grenzwertsitze

Das schwache Gesetz groBer Zahlen stellt einen Zusammenhang zwischen
einem zufilligen arithmetischen Mittel und dem Erwartungswert her, vgl. das
empirische Gesetz tiber die Stabilisierung relativer Haufigkeiten

Xn
6
5 m
4 l«— L+ €
n
3 e— p—c
2 .
14
T T T T T n
0 50 100 150 200 250 300

Simulierte arithmetische Mittel der Augensumme beim Wiirfelwurf

OO
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Grenzwertsitze

14.2 Folgerung (Schwaches Gesetz groBer Zahlen von Jakob Bernoulli)

Es seien A1,..., A, unabhingige Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit p.
Dann gilt:

: RN
J P(‘azl“f‘p
=

2&) =0 fiir jedes e > 0 .

(Hauptergebnis der Ars conjectandi (1713) von Jakob Bernoulli)

7, = 1 > 14, ist zufillige relative Trefferhaufigkeit.
o :

j=1

Zu jedem € > 0 und zu jedem n > 0 existiert ein ng = no(e,n) € N,
so dass fiir jedes feste n > ng gilt:

P(Tn —pl<e) =2 1—n.

In einer Bernoulli-Kette mit unbekannter Trefferwahrscheinlichkeit p ist die
zufillige relative Trefferhdufgkeit ein sinnvoller Schatzer fiir p.

@' BY NC Norbert Henze, KIT 14—



Grenzwertsitze

Sei S, ~ Bin(n,p), 0 < p < 1.

SR Tkl S el U SRS
np(l —p) np(1 —p)

§n nimmt den Wert z,, , mit der Wahrscheinlichkeit

bn(k,p) = (Z) pP—p)h, k=0,1,...,n,

an.
................. B 1
[ Tn,k+1 — Tn,k — m
/np(L — p) bn (K, p) Rechteckfliche = b, (k, p)
i t
Tn,k Tn,k4+1
©NoS)
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Grenzwertsitze

n=>5 n = 20

1
T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

t B!

n = 50 n = 100
T T T T T 1 T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Histogramme standardisierter Binomialverteilungen fiir p = 0.3

@0
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Grenzwertsitze

14.3 Definition (Dichte der Standard-Normalverteilung)
Die durch
(z) = L ex <—$—2)

definierte Funktion ¢ : R — R heiBt Dichte der Standard-Normalverteilung oder
auch GauB'sche Glockenkurve. Es gilt

/00 p(z)dz = 1.

— 00

AA0662222Y6

DEUTSCHE BUNDESBANK
ZEHN DEUTSCHE MARK

©Nole
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Grenzwertsitze

14.4 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre—Laplace)
Sei Sn ~ Bin(n,p), 0 < p < 1. Dann gelten fiir die standardisierte Zuf.variable

B = — TR
np(l —p)
_ b
a) lim ]P(agSngb) = / p(t)dt, —oo<a<b< oo,
n— oo a
b) nlLrgQP(Sn < x) = /_OO o(t)dt, zeR
Bemerkungen:

@ in a) und b) kann jedes der <-Zeichen durch das <-Zeichen ersetzt
werden, ohne den jeweiligen Grenzwert zu dndern.

@ Das in b) rechts stehende Integral erhilt die folgende eigene Bezeichnung:

Norbert Henze, KIT

OO
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Grenzwertsitze

14.5 Definition (Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung)

Die durch

o= [

definierte Funktion &
Normalverteilung.

1 ex (—ﬁ) dt zeR
\/ﬂ p 2 ) K

R — R heiBt Verteilungsfunktion der Standard-

4o 0
®(x)
|
|
05 |
|
|
| ®(x)
|
T T T T I I
-3 0o @ 3t -3 0oz 3 !
®(z) als Fliche unter der GauBschen Glockenkurve
()OS

BY NC
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Grenzwertsitze
@ Es gilt

/bgo(t)dt — () - d(a), —co<a<b<oo.

@ Wegen der Symmetrie von ¢ um 0 ist der Graph von ® punktsymmetrisch
zu (0,1/2), d.h. es gilt

=

-3
OO
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Grenzwertsitze

Allgemeiner gilt:

14.6 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy)

Es seien Y1,...,Yn,. .. unabhingige, identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen
mit existierender, positiver Varianz. Dann gilt

lim P(Z?_le _nE() §x> = &(z), zcR.
’I’LV(Yl)

n—00

14.7 Beispiel (Negative Binomialverteilung)
Seien Y1,...,Y,,... stochastisch unabhingig und je G(p)-verteilt, 0 < p < 1.

Additionsgesetz fiir die negative Binomialverteilung —-

1- 1-
Sn:=Yi+...+Y, ~Nb(n,p). Mit Eylsz, V(vi) = prfoIgt

1- -
limP<Sn—n-—p§x- n Qp) = &(z), =z€R.

@0
Norbert Henze, KIT 14 -
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Grenzwertsitze

Memo: Yi,...,Yn,...uiv., p:=EY;, 0<o?:=V (V1) <0 =

oy
limP<a<M<b>
< o <

n—>00

b
= / p(z)dz, ov/n=

Speziell b=k €N, a=-b =

n k
lim P(nu—ka\/ﬁ<z}/}<nu+ka\/ﬁ> = / p(z)dz
n— oo

w(t)

»0-Regeln*

3 2 10 1 2 3 0

1 2 3
/ o(z) dz = 0.6826, / p(z) dz = 0.9544, / p(z)dz ~ 0.9974

1 -2 -3

OO
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Grenzwertsitze

14.8 Beispiel (Bernoulli-Kette mit p = 1/2)
Seien A1, As, ... unabhingig, P(A;) =1/2, j > 1.

1 1
Yii=1a;, w=EY;)=5 o =V(¥;)=
Sn = En Y; ~ Bin <n 1)
"'7' J 72 .
j=1
Fiir groBes n gilt
——1-— <5, < = - ~ . ,
P(Q 1 5 <SS 2+1 2) 0.6826
Pl-—-2-—<5, < -+2 — ~ 0.9544,
(2 5 <S8 _2+ 2) 0.95
——3- — <85, < = - ~ . .
P(Q 3 5 <SS 72—4-3 2) 0.9974

Also fiir n. = 10000: P (4950 < S,, < 5050) ~ 0.6826
P (4900 < S, < 5100) ~ 0.9544
P (4850 < S, < 5150) ~ 0.9974

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

15 Stetige Verteilungsmodelle

©

Bislang: (2, P) diskreter W-Raum, d.h.:
@ ) abzihlbar,
o P:P(Q) — [0,1] mit P(Q) =1 und

P (Z A]-> = Z]P’(Aj) fiir paarweise disjunkte A1, A, . ..
j=1 j=1

©

P ist durch Punktmassen P({w;}), j > 1, festgelegt

@ Jede Zufallsvariable X : Q — R nimmt hdchstens abzihlbar viele Werte
mit positiver Wahrscheinlichkeit an.

Bei tiberabzihlbarem Q (z.B. 2 = R) kdnnen viele interessante

WahrscheinlichkeitsmaBe nur noch auf gewissen Teilmengen von €2 definiert
werden.

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

15.1 Definition (o-Algebra)

Es sei Q # (). Ein Mengensystem A C P(Q) heiBt o-Algebra (iiber ), falls gilt:
a) De A,

b) Ac A= A c A,

) Arce A(neN)= | JAn e A

n=1

15.2 Definition (Borelsche o-Algebra)
Es bezeichne OF das System der offenen Mengen des R*.

Die kleinste o-Algebra iiber R¥, die alle offenen Mengen enthilt, heiBt o-Algebra
der Borelmengen des R”.

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

15.3 Definition (Axiomensystem von Kolmogorow, 1933)
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (22, A, P).
Dabei sind Q # () und A eine o-Algebra iiber Q.

Weiter ist P : A —> R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a) P(A) >0, Ac A, (Nichtnegativitat)
b) P(2) =1, (Normierung)
c) P(3o72, As) =052, P(4) (o-Additivitst)

fiir jede Folge (A;);>1 paarweise disjunkter Mengen aus A.
P heiBt WahrscheinlichkeitsmaB auf A (kurz: W-MaB).
Jede Menge A aus A heiBt Ereignis.

@ Speziell: Diskreter W-Raum, (A = P(Q2), Q abzihlbar).

@0
Norbert Henze, KIT 15 -
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Stetige Verteilungsmodelle

Bei Zufallsvariablen X : 2 — R muss jetzt die Bedingung
{weQ: X(w)eB}te A
fiir jede Borelmenge B gefordert werden (sog. Messbarkeit).

Die Verteilung von X ist die Funktion

P . B' —[0,1],
" B=P*(B):=P(X€B)=P{weQ: X(w) € B})

Die Verteilung P¥ ist eindeutig bestimmt durch die durch

P JR=00,1,
Nt Ft) = P(X <t) = P¥((—o0,t])

definierte Verteilungsfunktion von X (— MaBtheorie).

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

Memo: Verteilungsfunktion von X : F(t) = P(X <t), t € R.

15.4 Definition (Stetige Zufallsvariable, Dichte)
Eine Zufallsvariable X heiBt (absolut) stetig (verteilt)

<= df: R—>R>om|t/ f(x)dz =1 und
F(t) = P(X <% /f ydz,  teR.

f heiBt Dichte von X bzw. Dichte der Verteilung(sfunktion) von X.

f(z) F(z)

F(t) |- -~

~+~t - ——

t x
Dichte und Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f.

Dann gilt P(X =¢) = 0 fiir jedes ¢ € R.

f(@)

Pla< X <b) = [’ f(z)dz

Eine Dichte kann an endlich vielen Stellen gedndert werden, ohne die
Verteilung von X zu dndern.

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f.

Sei t eine Stetigkeitsstelle von f. Fiir kleines At > 0 gilt
t+At
Pt<X <t+At) = / fl@)dz = Atf(t) =
t

1
~ — < <
f) = L PE<X <t+An

LI N
t t+ At

Vgl. Massendichte (Grenzwert von Masse pro Volumeneinheit)

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

15.5 Definition (Gleichverteilung auf einem Intervall)
Seien a,b € R mit a < b. Die Zufallsvariable X hat eine Gleichverteilung auf
dem Intervall (a,b), falls X die Dichte

——, falls a<z<b,
f(x) = ¢b—a
0, sonst

besitzt. Wir schreiben hierfiir kurz X ~ U(a, b).

Die Verteilungsfunktion von X hat die Darstellung

0, falls z <a,
F(z) = i:a, falls a <z <,
1, falls = >b.

Beachte: Pseudozufallszahlengeneratoren simulieren die Verteilung U(0, 1).

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

f(z) F(x)

Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung U(a, b)

15.6 Satz  Aus X ~ U(0,1) folgt a + (b — a)X ~ U(a,b).

OO

BY NC Norbert Henze, KIT 5 =



Stetige Verteilungsmodelle

15.7 Definition (Exponentialverteilung)

Die Zufallsvariable X hat eine Exponentialverteilung mit Parameter A > 0,
falls X die Dichte

Ae % falls z > 0,
0, sonst,

besitzt. Wir schreiben hierfiir kurz X ~ Exp(}).

Die Verteilungsfunktion von X ist

1—e " fall 0
F(x) _ { 0e s alls x > 0,
, sonst.

T
Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

@ Die Verteilung Exp()\) ist das ,, gedichtnislose Analogon® der
geometrischen Verteilung bei kontinuierlicher Zeitmessung.

Fiir t, h > 0 gilt

> > >
BX>tihx sy = PXZt+h X280  PX>t+h)

P(X >t) P(X >t)
_ 1-F(@+h) _ exp(=At+h) _ oM
1-F(t) exp(—At)
= P(X>h).

@ Der Parameter X\ bewirkt nur eine Skalendnderung: Es gilt

X ~ Exp(1) — %X ~Exp(d) (1)

@ Es besteht ein direkter Zusammenhang mit der Gleichverteilung:

X ~U(0,1) = —3 log(1 - X) ~Exp(A) ()

©NOK)
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Stetige Verteilungsmodelle

15.8 Definition (Normalverteilung)

Die Zufallsvariable X hat eine Normalverteilung mit Parametern g und o?
(v € R, o > 0), falls X die Dichte

) — ﬁexp <—M) z €R,

202
besitzt. Wir schreiben hierfiir kurz X ~ N(u, o?).

Die Verteilung N(0, 1) heiBt Standard-Normalverteilung oder standardisierte
Normalverteilung (vgl. Zentraler Grenzwertsatz).

1 z?
Beachte: Mit ¢(x) := exp | —— (GauBsche Glockenkurve) gilt
V2 2
1 T —
f@) =~ (=)

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

Memo: f(z) =

1/0\/%

Wendepunkte
-7

©NOK)

BY NC

H—0o K u+o T

Dichte der Normalverteilung N(u, o)

Norbert Henze, KIT
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Stetige Verteilungsmodelle

Verteilungsfunktion F' der Normalverteilung N(u, 0%)?

Memo: &(z) = /I o()dt, (t) = —— exp <_ﬁ)

—o0o vV 2w 2
. 5 1 t—
Memo: Dichte von N(u,0%) : f(t) = vl

Also: F(x)

Il
|
8
~
=
o
o~
|
H
Q |~
AN
VRS
o~
Q
=
~—
o
o~

= o).
o
Fazit: Um Wahrscheinlichkeiten fiir eine beliebige Normalverteilung

auszurechnen, reicht die Verteilungsfunktion ® der Standard-Normalverteilung
aus.

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

15.9 Satz
a) Aus X ~ N(0,1) folgt pu+ X ~ N(u,c?).

b) Aus X ~ N(u,o?) folgt X; K N(,1).

@ Die Normalverteilung ist eine der wichtigsten stetigen Verteilungen.

@ |hre Bedeutung beruht vor allem auf dem Zentralen Grenzwertsatz.
Zur Erinnerung: X1, Xs,, ... unabhingig, identisch verteilt (u.i.v.),
pi=E(X1),0<c?:=V(X1) <00, Sy := > Xi =

RIL%P(% gx) — o) = /_zogo(t)dt.

(Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy).

@0
Norbert Henze, KIT 15 -
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Stetige Verteilungsmodelle

15.10 Definition (Lognormalverteilung)

Die positive Zufallsvariable X besitzt eine Lognormalverteilung mit Parametern
pund o? (1 € R,0% > 0), falls X die Dichte

1 _ 2
10 = o o (-5

fiir x > 0 und f(x) = 0, sonst, besitzt.
Wir schreiben hierfiir kurz X ~ LN(, o?).
Beachte: X ~ LN(y,0?) = log X ~ N(p,0?).

f(x)

Dichte der Lognormalverteilung

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

Auftreten der logarithmischen Normalverteilung:

@ Verteilung von Aktienkursen im Black-Scholes-Modell der
Finanzmathematik,

@ Modell fiir Einkommensverteilungen,
@ Modell fiir Schadenshshen bei Versicherungen,

@ Modell fiir die GroBe von Lebewesen.

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

Sei (Q,P) ein diskreter W-Raum, X : Q — R Zufallsvariable. Dort:

= > X(w)P({w}).

weN

Erweiterung fiir einen allgemeinen W-Raum (2, A, P):

- /QX(UJ)IP’ dw

Dieses Integral definiert man fiir X = 14, A € A, zu P(A) und erweitert dann
(durch , Linearisieren*, Approximation und Zerlegung in Positiv- und
Negativteil).

Beachte:

@ Man fordert absolute Konvergenz bzw. Integrierbarkeit!

@ Rechenregeln fiir die Erwartungswertbildung gelten allgemein!

©NOK)
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Stetige Verteilungsmodelle

Ein allgemeiner Transformationssatz fiir MaB-Integrale liefert:

E(X)= [ X(w)P(dw) = /OO zPX (d).

Q —o00

Das rechts stehende Integral geht im Fall einer diskreten Zufallsvariablen mit
Werten x1,x2,... in

E(X) = Y x; P(X =)

j=1

liber. Ist X (absolut) stetig verteilt mit Dichte f, so:

E(X) = /oo z - f(z)dz. (Lebesgue-Integral)

— 00

Allgemeine Darstellungsformel fiir E(g(X)), wobei g : R — R (g messbar):

E(g(X)) = /  0@) - f(z)dx.

— 00

Beachte: Absolute Konvergenz bzw. [ |g(z)|- f(z)dz < co vorausgesetzt!

OO
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Stetige Verteilungsmodelle
15.11 Beispiel (Normalverteilung)
Essei X ~ N(0,1) = f(z) = ¢(z) = \/% exp(—22/2).
Aus Symmetriegriinden gilt

Weiter gilt
IE(XQ) = / xQ@(x T = —/ e /2 4z
— o0 \/
1 —12/2 / —12/2 >
= — (-2 _+
V2T <
= 1.
Also gilt V(X) =
Sei jetzt X ~ N(u,o?). Dann gilt X ~ p + 0Xo, wobei Xo ~ N(0,1).
Es folgt
E(X) = E(u+0Xo)=p+oE(Xo) =y,
V(X) = V(u+0Xo)=0"V(Xo)=0>
N0
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Stetige Verteilungsmodelle

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' und Dichte f. Fiir
p € (0,1) heiBt der kleinste Wert = mit F(z) = p das p-Quantil (der

Verteilung) von X. Wir

Speziell heiBen
Q12
Q1/4
Q34
Qs/a — Q14
(der Verteilung) von X.

f(x)

Flache = p

schreiben hierfiir Qp = Q»(X).

der Median,

das untere Quartil,
das obere Quartil,
der Quartilsabstand

OO
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Stetige Verteilungsmodelle
Memo: Y ~ N(i,0%) = X :=e* ~ LN(u,o?)

f@) = 550 (554), 2> 0

T :
Median
Modalwert Erwartungswert

Die Lognormalverteilung LN(u, 02) hat eine rechtsschiefe Dichte.

Mod(X) = exp(u—o?) (Modalwert = argmax f)
Qi2(X) = exp(p) (Median)
E(X) = exp(u+o7/2) (1)

OO
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Stetige Verteilungsmodelle

15.12 Beispiel (Cauchy-Verteilung C(a, 3))

Quelle f(z)

« X

@ Im Punkt (o, 8) ist eine Quelle angebracht.

@ Quelle sendet unter zufilligem Winkel ©® ~ U(0, 7) Partikel in Richtung
der z-Achse.
@ Der zufillige Auftrittspunkt X hat die Dichte

B

TrErE—ap) TR

f(@)

@ Der Erwartungswert von X existiert nicht.

@ Qip(X)=a, Q34(X)—Qiu(X)=28 (!
) 08
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