Wann zeigt auch der letzte Wiirfel eine Sechs?

NORBERT HENZE, KARLSRUHE, UND REIMUND VEHLING, HANNOVER

Zusammenfassung: Drei echte, nicht unter- auch zu einer Losung eines allgemeineren Pro-
scheidbare Wirfel werden gleichzeitig geworfen. blems fluhrt, wird jedoch eine falsche Fahrte ge-
Diejenigen (eventuell vorhandenen) Waurfel, die legt. Diese Fahrte suggeriert, ausgetretene Pfa-
eine Sechs zeigen, werden beiseite gelegt undde zu benutzen und die in der Schule fast aus-
die unter Umstanden noch verbleibenden Wur- schlie3lich zur Modellierung stochastischer Pro-
fel erneut geworfen. Wiederum legt man etwaige bleme eingesetzte Pfadregel zu verwenden.
Wiirfel, die eine Sechs zeigen, beiseite und wirft
die Ubrigen Wiirfel erneut. Dieser stochastische
Vorgang endet, wenn auch der letzte Wiirfel ei-
ne Sechs gezeigt hat. Die Zufallsvariable X be-
schreibe die Anzahl der dazu nétigen Wiirfe. Wel-
che Verteilung besitzt X? Wir 16sen dieses Pro-
blem auf verschiedene Weisen. Als schlagkrafti-
ges Hilfsmittel erweist sich ein Unabhéangigkeits-
argument. Mit diesem kann man auch die allge-
meinere Situation, dass n gleichartige, unter Um-
standen geféalschte Wiirfel gegeben sind, auf ele-
gante Weise behandeln.

In diesem Aufsatz zeigen wir, dass eine Tiefboh-
rung bei diesem recht Uberschaubaren Problem
ganz unterschiedliche Losungswege mit vielfalti-
gen Vernetzungen zu anderen Gebieten mit sich
bringt. Eine Verallgemeinerung fuhrt schlief3-
lich zu Fragestellungen, die jenseits der Ublichen
Schulmathematik angesiedelt sind, aber flr eine
Lehrkraft von Interesse sein sollten. Das damit
einhergehende Hintergrundwissen ist ausdruck-
lich erwiinscht!

2 Experiment und Simulation

1 Einleitung Da die Problemstellung ein Ausprobieren mit

Stochastik in der Schule lebt von einpragsamen echten Wiirfeln geradezu herausfordert, sollten

Problemen aus der Erfahrungswelt von Schiilerin- Schtilerinnen und Schiller déarten auf die letz-
nen und Schiilern. Fiir das in der Zusammenfas-t€ Séchswiederholt spielen, um ein ,stochasti-

sung beschriebene Experiment sind verschiedeneches Gefuhl” fur die Anzahl der dazu ndtigen
Fragestellungen denkbar, wie z. B. Wiirfe zu erhalten. Die Herausbildung eines sol-

chen Gefiihls kann nicht oft genug im Zentrum
e kann man getrost darauf wetten, dass 10 eines Stochastikunterrichts stehen!

Wiirfe ausreichen, alsg < 10 gilt? _ _ _ _
Die Durchfiihrung des Waurfelspiels kann in klei-

o wie wahrscheinlich ist es, mehr als 15 Mal nen Gruppen erfolgen. Die Zusammenfassung al-
werfen zu mussen, also das Ereig{is > ler Ergebnisse zu einem gemeinsamen Kursexpe-
15} eintritt? riment ergibt dann eine erste Schéatzung fir die

gesuchten Wahrscheinlichkeit@iX = k). Schi-

lerinnen und Schiiler erhalten durch dieses Vorge-
hen auch die Méglichkeit, sich intensiver mit der

Problemstellung auseinanderzusetzen, und erste

Ideen fur eine rechnerische Losung entstehen un-

ter Umsténden sogar ganz beilaufig.

e anhand des Experimentes soll ein Glicks-
spiel geplant und am Tag der offenen Tur
durchgefuhrt werden, das am Ende dieses
Tages einen Gewinn fir die Klassenkas-
se erwarten lasst. Wie kdnnte ein solches
Glucksspiel aussehen?

Statt realer Wurfel kann fir eine Simulation auch

der in jedem Rechner vorhandene Zufallsgenera-
tor benutzt werden. Zudem ist der Einsatz von

GeoGebra mdoglich. Ein solches Vorgehen flhrt
zu einer sinnvollen Verwendung von Tabellenkal-

So wie das Experiment in der Zusammenfassungkulation. Abbildung 1 zeigt das Ergebnis einer auf

beschrieben ist, wiirde es auch von Schilerinnen500 Wiederholungen griindenden Simulation mit
und Schilern durchgefuhrt werden. Im Hinblick GeoGebra. Die zugehdrige Datei ist vom zweiten
auf eine elegante Modellierung, die unmittelbar Autor erhaltlich.

Offenbar benétigt man fiir jede dieser Fragestel-
lungen die WahrscheinlichkeiteRi(X = k) zu-
mindest flr gewisse Werte vaa Auch der Er-
wartungswert vorX kénnte interessant sein.

Stochastik in der Schule xx (2018)x S. xx-yy 1



Diskussion kénnte aber spatestens beim Problem,
4 hsoo(K) PP(X = 2) zu bestimmen, auftreten. Da (erst) nach
0,10 A dem zweiten Wurf des Bechers jeder der Wir-
L fel eine Sechs gezeigt haben soll, gibt es zur Be-
schreibung der dafiir glinstigen Ablaufe die Falle

‘ ‘ (0,3),(1,2),(2,1).

"ﬁlm K Dabei bedeutet allgemein ein Pdarj), dass der
1 x

0 -+ AR REEES AR ER R LE erste Wurfi und der zweitej Sechsen ergeben

0 5 10 15 20 25 30 35 40 hat. Soweit, so gut! Aber welche Wahrscheinlich-
keiten besitzen diese drei Méglichkeiten (die man
sich natirlich auch als Pfade in einem Baumdia-
gramm veranschaulichen kann)? Das P&g3)
Die dargestellten relativen Haufigkeiten kénnen besagt, dass der erste Wurf keine und der zweite
als Schatzungen der auf der eingezeichneten Kur-drei Sechsen produziert. Nach der ersten Pfadre-
ve liegenden und in Abschnitt 5 ermittelten theo- gel ist die Wahrscheinlichkeit hierfir gleich
retischen Wahrscheinlichkeitei(X = k) inter- 3 3
pretiert wreden. Naturlich kann eine solche Si- <§> (E) — 1_25 (1)
mulation auchnachetwaigen Berechnungen von 6 6 6°
Wahrscheinlichkeite_n ginges_etzt werden. Es ist pamit sich der Ablauf(1,2)
schon zu sehen, wie sich mit zunehmender An-
zahl an Wiederholungen das Bild der theoreti-

schen Verteilung abzeichnet. Durch die unver- ,\ ei wirfeln erfolgenden Wurf miissen zwei
meidliche Fluktuation relativer Haufigkeiten ver- gachsen oben liegen. Mithilfe der Binomialver-

bleibt aber stets eine Diskrepanz zwischen relati- yoi\yng und der ersten Pfadregel ergibt sich somit
ver Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit. Eine Kon- ¢, 4en Ablauf(1,2) die Wahrscheinlichkeit

vergenz im Sinne der Analysis findet ja hier nicht

statt! 3\ 1 /5\% /1\? 75
1)6\6) ) &80 @
Im Stochastikunterricht ist es nicht schwierig,

die Modellbildung und den Modellierungskreis- Da Schiilerinnen und Schiiler die Binomialvertei-
lauf ins Zentrum zu stellen. Hierzu gehort ganz |ung als Verteilung der Trefferanzahl aus unab-
wesentlich auch das Stellen von Fragen. In derhangigen Versuchen kennengelernt haben, miis-
vorliegenden Situation kénnten derartige Fragen sen sie bei obiger Herleitung tiber die Einsicht
sein: Sind die einzelnen Wirfe unabhéangig von- verfiigen, dass sich der Zufall nicht beeinflussen
einander? Gibt es Unterschiede, wenn die Wirfel |3sst, wenn man die Wiirfel einzeln nacheinander
einzeln oder zusammen geworfen werden? Waswirft, was dann drei unabhéngigen Versuchen ent-
andert sich, wenn mehr als drei (oder nur zwei) spricht. Mit dieser Vorstellung ist die Wahrschein-

1

0,05

Abb. 1: Relative Haufigkeiten flr das Eintreten
des EreignissefX =k} aus 500 Wiederholungen

ergibt, muss beim
ersten Wurf genau einer der drei Wirfel eine
Sechs zeigen, und beim zweiten, nur noch mit

Wirfel zur Verfligung stehen? lichkeit fur den Ablauf(2,1) durch
.. . 2
3 Erste Wahrscheinlichkeiten 3\ (1) 51_15 3)
2) \6) 66 &

Da das Ereignis{X = 1} genau dann eintritt,
wenn der erste Wurf drei Sechsen ergibt, gilt gegeben. Addition der in (1), (2) und (3) stehen-
den Werte liefert jetzt das Resultat
1

3
P(X=1)= (2] =0,0046296..
( ) <6> P(X =2)= %615: 0,023898...

Dies_es Rgsultat werden SchU'erinn?n und Schii-|nieressanter wird es, wenn auch noch die Wahr-
Igr S|cherl_|ch schnell erhalten. Vielleicht e_rgebe_n scheinlichkeitP(X = 3) bestimmt werden soll.
sich an dlesgr Ste_lle aber auch sphon_ Diskussio-yiarfiir gibt es die sechs Ablaufe

nen, denn die drei Wurfel waren ja aigcht un-

terscheidbarangenommen worden. Eine solche (0,0,3),(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,1,1),(2,0,1).




Dabei bedeutet allgemein das Trigelj,k), dass
der erste Wurf des Knobelbechersder zwei-
te j und der drittek Sechsen ergeben hat. Man
beachte aber, dass etwa beim Abl&lifl,1) der
erste Wurf des Bechers mit drei und der zwei-
te mit zwei Wirfeln erfolgt, und dass beim letz-
ten Wurf nur noch ein Wirfel vorhanden ist. Die
Wabhrscheinlichkeiten fur diese Ablaufe sind (in
der aufgefiihrten Reihenfolge)

HEORON.
O

3 (1)’ 55
2 6
Addition dieser Werte liefert

466075
P(X=3) = e - 0,046248 ..
Man kann jetzt versuchen, induktiv vorzugehen,
umP(X = 4) zu erhalten. Die mdglichen Ablaufe

sind jetzt Quadrupel (4-Tupel), j,k,¢) mit der

analogen Bedeutung wie oben. Zerlegt man diese
Ablaufe nach den Werten der ersten Komponente
i, also der Anzahl der Sechsen beim ersten Wurf
des Bechers, so gibt es insgesamt 10 solcher Ab

laufe, die sich wie folgt aufteilen: Zunachst erhalt
man 6 Quadrupel mit jeweils= 0, gefolgt von

einem der obigen sechs Tripel. Des Weiteren gibt

es die zu = 1 gehérenden drei Quadrupel
(1,0,0.2),(1,0,1,1),(1,1,0,1). (4)

Zu guter Letzt darf man das Quadruge|0,0,1)

besitzen, denn wegen= 0 stellt sich ja die Situa-
tion nach dem ersten Wurf wie zu Beginn dar, nur
mit dem Unterschied, dass bereits einmal gewor-
fen wurde. Schreiben wir kurz

()0 ()

furi>21und¢=0,1,...,i, so haben die in (4) ste-
henden Quadrupel (in der angegebenen Reihen-
folge) die Wahrscheinlichkeiten

25\2 /1\?
()2
25 1

p371'3—6' P21 - 6’

(7)

51
P31- P21 66

Addition dieser sowie der in (5) und (6) aufge-
fuhrten Werte liefert das Resultat

5 3
— (2) px=3
(6) (X=3)+
0,064012..

125125
P(X =4 S
( ) 3359232

Im nachsten Abschnitt leiten wir eine allgemeine
Rekursionsformel fuP(X = k) her.

4 Eine Rekursionsformel fir P(X = k)

Nehmen wir an, wir wirdef®(X = k— 1) ken-
nen. Kénnen wir hieraus relativ schn|{X = k)
herleiten? Die folgenden Uberlegungen zeigen,
dass das moglich ist. Die das Ereig{¥ = k}
bildenden Ablaufe sin#-Tupel (ay,...,a), wo-

bei a; die Anzahl der Sechsen beiten Wurf
des Knobelbechers angibt. Natirlich sind hier nur
gewissek-Tupel mdglich, denn es gilt zunachst
a1 +...+a = 3, denn insgesamt werden ja drei
Sechsen geworfen. Des Weiteren giit> 0, denn

im k-ten Wurf tritt auf jeden Fall die dritte Sechs
auf. Wir unterscheiden im Folgenden alle mégli-
chen Ablaufe nach dem Wert der ersten Kompo-

nicht vergessen, dessen Wahrscheinlichkeit nachnentea; desk-Tupels. Im Fall; = 0 hat der erste

der ersten Pfadregel

HORLOE

(5)

Wurf des Bechers keine Sechs ergeben. Danach
stellt sich aber die Situation so dar, dass nach ge-
nauk — 1 Wurfen der letzte der drei Wrfel eine

Sechs zeigen soll. Nach der ersten Pfadregel be-

betragt. Diese Regel liefert auch, dass die sechssitzen also alle moglicherTupel(ay, ..., ax) mit

Quadrupel mit = 0 zusammen die Wahrschein-

lichkeit
5 3
(3) -Fx=3 ©)

a; = 0 zusammen die Wahrscheinlichkeit

<g>3qwxzzk—1y (8)




Als nachstes betrachten wir den Fajl= 2, flr an. Folglich ist die Summe der in (11) stehenden
den es nur dag-Tupel (2,0,...,0,1) mit k— 2 Werte Gbeli = 2,3,... ,k— 1 gleich

Nullen gibt. Mit der in (7) eingefiihrten Schreib-

weise ist die Wahrscheinlichkeit hierfiir gleich 1 <5> k (1 <5> k2>

6

6

6

5\ 1 1 /5\* ©
Pa2-{ g 6 60 \6/) ° Addiert man hierzu die in (8), (9) und (10) ste-
henden Ausdricke, so ergibt sich nach direkter

Von den verbleibenden mdéglichdaTupeln mit Rechnung die fiir jedek > 2 geltende Rekursi-
a; = 1 besitzt eines die Gestdlt,0,...,0,2) mit  5nsformel

k — 2 Nullen; seine Wahrscheinlichkeit ist durch

o5\K2 /1\2 1 /o25\K P(X=k) = <§>3-P(X:k—1) (13)
() ) - @) 6

36 6 36 +1_1<§>k 1_1<§>k
gegeben. Die anderen Tupel rait= 1 sind von 60\ 6 50\36)
der Gestalt

AP(X=K)
(1,0,...,0,1,0,...,0,1) 0,10 -}
N N — 1
i—2 k—1—i 0,08 -
miti € {2,3,...,k—1}. Der erste Wurf ergibt also 0,06 *
eine Sechs, und bei den nachster2 Wurfen des 0,04
mit zwei Wirfeln gefiillten Knobelbechers fallt 0.02

jeweils keine Sechs. Danach erscheint genau eine K

Sechs, der sick— 1 —i Wiirfe mit einem Wiirfel
anschliel3en, bei denen sich jeweils keine SechsA
einstellt. Im letzten Wurf des Bechers tritt dann
eine Sechs auf. Nach der ersten Pfadregel ist dieAbbildung 2 zeigt ein mithilfe obiger Rekur-

0O 5 10 15 20 25 30 35
bb. 2: Stabdiagramm der Verteilung voh

Wahrscheinlichkeit des obigen Tupels durch sionsformel erstelltes Stabdiagramm der Vertei-
lung von X. Es fallt auf, dass diese Verteilung
25\ 2 15 /5\ 1 Jechtsschief’ ist, d. h. die Wahrscheinlichkei-
Psa <§5> 258 <E> 6 ten werden zunachst schnell groBer und fallen
danach langsamer wieder ab. So wird die ma-
und somit durch ximale Wahrscheinlichkeif®(X = k) fiir k = 7
1 /5\ k-2 angenommen, wohingegen weg&gX < 8) =
1. <_> (11)  04519.. und P(X < 9) = 0,5239... erst fir
36 \6 k = 9 mindestens die Halfte der gesamten Wahr-

scheinlichkeitsmasse erreicht ist. Im nachsten Ab-
schnitt werden wir sehen, dass der als physika-
lischer Schwerpunkt interpretierbare Erwartungs-
1 /5\X 5 /5\2 5\ k3 wert vonX durchE(X) = 10,555... gegeben ist,
36 ( > {1+ el ( > oot ( > } obwoh! wegerP(X < 10) = 0,5895... unterhalb
des Erwartungswertes schon fast 60% der gesam-
Wegen ten Wahrscheinlichkeitsmasse aufgelaufen sind.
Insbesonderer kann man also in der Tat getrost auf
(T+x+X+. +X)(1-x)=1-x" (12)  das Eintreten des Ereignissp$ < 10} wetten.

gegeben. Summiert man diese Werte (ibam 2
bisk— 1, so entsteht der Ausdruck

6

6

6

nimmt die innerhalb der geschweiften Klammern

stehende Summe den Wert 5 Eine explizite Darstellung fur

P(X = k)
1-(5/6)2 (1_ <5> kz) In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man aus der

1-5/6 6 Rekursionsformel (13) eine explizite Darstellung




fur P(X = k) erhalten kann. Setzen wir sprechen wir im Folgenden von Wirfel 1, Wir-
fel 2 und Wurfel 3. Warum sollte man die Wiirfel

q= i b= 1_1, c= 1_1, mg = P(X =K), dann zusammen in einen Knobelbecher tun? Neh-
6 60 S0 men wir doch fur jeden Wirfel einen eigenen Be-
so nimmt (13) die Gestalt cher und werfen jeweils so lange, bis eine Sechs

s ) erscheint. Man erkennt an dieser veranderten Ver-
mc=o’mc1+bd—cq™®, k>2, (14)  gychsanordnung auch, dass man die Becher gar
nicht gleichzeitig werfen muss. Drei verschiede-

mit my = 1/216 an. Durch wiederholtes Einsetzen h : ]
ne Personen kénnten in getrennten Raumen und

in (14) folgt auch zeitlich getrennt voneinander jeweils so lan-
m = ¢®m +bd—cdf, ge werfen, bis sich die erste Sechs einstellt. Be-
3,3 B B zeichneW, die dafiir nétige Anzahl der Wiirfe fur
Ms = qG(q o+ be? Zq4) b’ —of Wiirfel j, so nimmt die interessierende Zufallsva-
= o°m+b’(1+¢f) —cof(1+q), riable X die Gestalt
3
my = ¢’mg+bef —cf = -
X = maxWp,Wo,
= ’m+bef(1+9+¢P) X(Wa, Wa, W)
—cf(1+q+7°), an. Diese Darstellung ist der Schlussel fiir wei-
ms = oPmu+bgf—cql®= ... :jeerrePLfJ:((jarr(IaZ%lljgﬁten und héhere Einsichten. Nach
= qmy+bP(1+0” +0' +°) )
0 2 3
—cq(1+ 9+ + ). P(\Nj>k)_<g> k>l

Schreiben wir kurz o o
denn das EreignigW; > k} tritt ja genau dann

s = 1+F+q 4.+, ein, wenn die erstek Wiirfe mit Wiirfel j jeweils
e = 1+q+QP+...+q2 keine Sechs ergeben. Geht man zum Gegenereig-
nis tber, so folgt
so ergibt sich allgemein £\ K
L <k)=1—(= >
mk = < Vmy + bef'sc— et (15) PW <k =1 (6) » k21,
Mit (12) erhalt man und zwar fir jedeg = 1,2,3. Nun ist das Maxi-
mum von drei Zahlen hochstens gleikhwenn
1Y . 1—-g<t jede dieser Zahlen hochstens gleikhist. Da
%= 1-¢ k= 1-q ° die Wirfel sich gegenseitig nicht beeinflussen

. . , . (W,W, und W5 sind stochastisch unabhéngige
Setzt man die gewonnenen Ausdricke in (15) ein, Zufallsvariablen!) gilt

so liefert eine direkte Rechnung das gewiinschte

Resultat P(X<k) = PW <kW, <kW;<Kk)

3 /5\k 33 /5\% g1 /B\K = PW <Kk)-P(W <k)-P(Ws <Kk)
PX=K==-(2] —==-(=2] +-—==-(=]) - N

5 \6 25 \6 125 \6 5

= [1- & (16)

Dieses kann auch einfacher mithilfe eines im Fol-
genden angebrachten Unabhangigkeitsargumenatijrlich wiirden die Schiilerinnen und Schiiler
tes erhalten werden. die Giltigkeit des zweiten Gleichheitszeichens

_ L mit der vertrauten ersten Pfadregel einsehen.
6 Ein Unabhangigkeitsargument

Was andert sich im Hinblick auf die Verteilung
von X, wenn wir die drei Wurfel unterschied- 5\ 1° 3
1- (—) =0,1823...

Wegen

lich farben wiirden, um sie unterscheiden zu kon- P(X >15)=1-

nen? ,Natlrlich nichts, wiirden Schulerinnen

und Schiler hier sofort antworten. Der Zufall lie- ist jetzt auch die zweite in der Einleitung aufge-
Be sich davon nicht beeinflussen. Nun gut, dannworfene Frage beantwortet.




Aus Darstellung (16) erhalt man zudem unmit- Die zu diesem Resultat fihrende entscheidende
telbar die Verteilung vorX, denn die Ereignisse Formel (18) kann aber wie folgt auch von Schii-
{X <k—1} und{X = k} schlieRen sich aus und lerinnen und Schiilern eingesehen werden: Bildet
ergeben vereinigt das Ereign{X < k}. Es gilt man die Summe
also
1+2p+3p°+4p3+... +kpt (20)
P(X=k) =P(X<k)—P(X<k—1) (17)
_ und multipliziert diese mit - p, so entsteht der
und folglich Ausdruck 4 p+ p?+...+ p“ T —kp~ Eine wei-
tere Multiplikation mit 1— p liefert das Resultat

3 1\ 3
P(X =k) = (1_ (g) k) _ (1_ <g>k 1) 1— (k4 1)p¢ —kptL Esgilt also

. 1—(k+1)pk—kptt
fiir jedesk — 1,2,.... Durch Anwendung der bi-  1+2p+3p°+...+kp“*= ( (12 02 :

nomischen Formel und Ausklammern ergibt sich
nach kurzer Rechnung die bereits bekannte Dar-Wenn man die Schilerinnen und Schiler
stellung jetzt noch davon lberzeugen kann, dass die durch
‘ o * b = (k+ 1)p* definiert Folge(by) bei wachsen-
P(X =k) = 3. <§> _33 <§> + 91 <§> . demk gegen Null strebt, wéare die Gleichung (18)
25 125 unmittelbar einsichtig geworden, denn es gilt ja

5 \6 6 6
kp“t! = p?b,_1. Diese Uberzeugung sollte aber
Um hieraus den Erwartungswert vehzu erhal-  aus der Darstellung

ten, misste man geman der Formel

1
E(X) = 1.PX=1)+2-P(X=2)+... 0 < b1 = <1+—k+1> P-bx

= > mP(X=m) resultieren. Dap < 1 gilt, gibt es eine > 0 mit
m=1 p<1—c¢ Istk>1/e—1, so ist der Vorfak-
fur allgemeineg mit 0 < p < 1 wissen, was beim  tor vor by in obiger Gleichung héchstens gleich

Aufsummieren von (1+¢€)(1—€) = 1—€? und somit strikt kleiner als
Eins. Hieraus folgt, dasf) bei wachsenderk
2 3 -1
1+2p+3p”+4p°+ ...+ kp* gegen Null strebt.

passiert, wenrk Uber alle Grenzen wachst. Die |st man nur am Ergebnis interessiert, kann auch
Lehrkraft sollte hier natirlich die geometrische gjn CAS zum Einsatz kommen. So filhren z. B.

Reihe mit dem CAS in GeoGebra die drei folgenden
i o — 1 pl<1 Eingaben zum exakten Wert va#{X):
- 1T7 9 B
0 P () == (1 (5/6))° - (1 (5/6) V)2
und deren erste Ableitung E(n) := Summg f(k),k,1,n]
o 1 GrenzwertE(n), ]
mp" = o (18)
n;o e Il Il
—_— : 7 Der meine F
kennen. Hiermit folgt aus der obigen Darstellung eraligemeine -a
vonP(X = k) schnell das Ergebnis Liegen anstelle von drei Wirfeln gleichartige
nicht notwendig echte Wiurfel vor und bezeich-
E(X) = 1.1 3 1 nen wir die Wahrscheinlichkeit flir das Auftreten
2 (1-2)2 36(1-2)2 einer Sechs mip, so unterscheiden wir die Wir-
91 1 fel wieder gedanklich und nennen sie ,Wirfel 1°,
+ﬁ5' (1— %)2 ..., \Wirfel n“. Modelliert die Zufallsvariablew,
. die Anzahl der Wiirfe, bis sich bei Wurf¢ldie
und somit erste Sechs einstellt, so beschreibt
10566

(X) =7 = 10.555444  (19) Xn = max(Wi, ..., W) (21)




die Anzahl der Wiirfe, bis auch der letzte Wir- Unter Verwendung von (18) erhalt man auch den
fel eine Sechs zeigt. Dabei haben wir die bislang Erwartungswert voix,. Es gilt
als X bezeichnete Zufallsvariable mit dem Index

n versehen, um die Anzahl der Wiurfel hervorzu- E(X,) = Z k-P(Xy = K)
heben. Wegen &
) n n (_1)|71
P(\M>k):(1—p) ) kZO, = £ i 1_(l_p)l
und der Tatsache, dass das Ereigg, <
k} eintritt, wenn jedes der Ereignissp\y < A E(Xn)
L 25 1
k},...,{Wh <Kk} eintritt, folgt 1 easesseet
n 20 E o®® oo"'..
— _ _ k ] ..°..
und hieraus durch Differenzbildung wie oben 10 4 .'.
P(Xy=K) = P(Xy < k) — P(Xq < k—1) 54°
1 n
:<:|_—(:|_—p)k>n—<1—(:|.—p)k7]‘)n7 o——r—TT—T—>

0O 5 10 15 20 25 30 35

k=12, ... Mit der binomischen Formel , o
Abb. 4: E(X,) in Abhéngigkeit vom

n
(x+y)" = Z) (n) Xyl Abbildung 4 zeigt den Erwartungswert viq als
=\ Funktion vonn. Offenbar wachsE(X,) wesent-

o . o lich langsamer als.
ergibt sich hieraus die fir die Berechnung des Er-

wartungswertes voKX niitzliche Darstellung Die Darstellung (21) liefert auch unmittelbar die
Verteilung vonX, 1 aus der Verteilung vorX,,
n

P(Xn=K) = -Z<?>(_l)i(1_p)(kl)i ((1_ p)i_l) . denn es gilt
- Xor1 = mMaxWa,. .., W, W)

Abbildung 3 zeigt ein Stabdiagrammm der Vertei- = max(%,Why1)
lung vonXg flr p = 1/6. Verglichen mit dem in
Abbildung 2 dargestellten Fati= 3 dreier Wir-

fel sind die groRten Wahrscheinlichkeiten etwas
kleiner geworden, und das Stabdiagramm ist ,et-
was nagh rgchts gerickt", was ni_chF weiter ver- POai1<K) = P(X<kWhi1<Kk)
wunderlich ist, denn man wartet ja jetzt darauf,  P(X. <K PWeir < K
dass auch der letzte vaechdNirfeln eine Sechs = PX<k) PWhi1<k)
zeigt. An der schon im Zusammenhang mit Ab- = (1— (1- p)k) P(Xn <K).
bildung 2 beobachteteRechtsschiefhat sich je-
doch nichts geandert.

und damit wegen der stochastischen Unabhé&ngig-
keit von X, (als Funktion vonw,...,W,) und
W1 das Resultat

Da X, nach (21) ein Maximum aus unabh&ngi-

AP(Xs =Kk) gen und identisch verteilten Zufallsvariablen ist,
0,104 kénnte man (analog zu vergleichbaren Situatio-
0,08 nen, siehe z. B. Henze (2016a)) versuchen, geeig-
0,065 nete reelle Folgeu,) und(v,) zu finden, sodass
0 042 die Zufallsvariableu,(Xn, — vn) beim Grenziber-
T gangn — oo eine nichtausgeartete Limesvertei-
0,02 lung besitzt. Dass dieser Versuch (wegen der zu-
E grunde liegenden geometrischen Verteilung) zum
0 5 10 15 20 25 30 35 Scheitern verurteilt ist, zeigt Beispiel 3.1.5. in
Abb. 3: Stabdiagramm der Verteilung vofy Embrechts, Kluppelberg und Mikosch (1997).




8 Ein Spiel zum Tag der offenen Tur oder Henze (2016a)) oder das Warten auf die

Ein in der Einleitung angesprochenes, auf der An- €rSté Kollision im Facher-Modell, die oft auch
2ahl X der Wiirfe bis zum Auftreten der letzten als Doppelgeburtstag interpretiert wird, siehe et-

Sechs griindendes Spiel fiir den Tag der offenen™va Barth und Haller (2012), Riehl (2014) oder
Tir kénnte wie folgt aussehen: Man zahlt einen Henze (2015). Ein interessantes Wartezeitpro-

Euro Einsatz und gewinnt im Fal = 1 stolze 25 blem entsteht auch beim rein zufélligen Ziehen
Euro. Im EallX = 2 erhalt man 10 Euro. und im ©hne Zurtcklegen aus einer Urne mitoten und

Fall X = 3 werden noch 5 Euro als Gewinn aus- S Schwarzen Kugeln. Die interessierende Zufalls-

bezahlt. Hat man Pech und muss mehr als 15 malvariable X ist hier die Anzahl der notigen Z0-
werfen, bis die Sechs erscheint, gibt es den Ein-9&, bisjede rote Kugel gezogen wurde. Es gilt
satz zuriick. Bezeichnet die Zufallsvaria@alen ~ E(X) = r(s+1)/(r +1), was flr Schiilerinnen
Gewinn bei diesem Spiel (von dem noch der Ein- ynd SchUI(_ar auf dt_sn ersten Blick verwunderlich
satz abzuziehen ist), so nim@idie Werte 25,10,  1St- SO ergibt sich im Spezialfafi = 15, s = 75
5und 1 an. Nach friheren Uberlegungen sind die 9" vermeintlich hohe Wet(X) = 853125, ob-

Wahrscheinlichkeiten fiir diese Ausgange durch - Wohl doch nur 15 der insgesamt 90 Kugeln gezo-
gen werden mussen, siehe Henze und Humenber-

1
P(G = 25) P(X=1)= 572
1115
PG=10 = PX=2)=—, 10 Fazit
P(G=5 — P(X=3)— 4663757 Wer hétte gedacht, dass ein einfaches Wirfelspiel
6 vielfaltige Losungswege mit Querverbindungen

5\ 1 3 zur Algebra und zur Analysis mit sich bringt? Wie
> Abbildung 5 zeigt, sind aber auch Vernetzungen
mit der Linearen Algebra maoglich.

PG=1) = P(X>15=1— (1_ <_

gegeben. Eine direkte Rechnung ergibt

E(G) = 25-P(G=25)+10-P(G=10)
+5.-P(G=5)+1-P(G=1)
— 0,7683...

Pro Spiel werden also auf die Dauer im Mittel
knapp 77 Cent ausbezahlt und folglich ca. 23 Cent 5
fur die Klassenkasse einbehalten. 3-p°q

5

Abb. 5: Prozessdiagramnp = 3, q = 2

9 Weitere Wartezeitprobleme _ o o
Hier symbolisieren die vier Zustande 3 1 und

Die behar_ldelte Fragestellung !asst sich unt_er.demO die vier moglichen Anzahlen an Wiirfeln, die
Oberbegrlff\Nz_alrtezeltprobIeme'nnordnen. Be' €" " nach der Regel benutzt werden. Zu Beginn wird
nem stocha_snschen Warte_zeltproblem W'_rd 2U 1€ greimal gewdrfelt. Dann kdnnen Durchfiihrungen
dem der %eltpunktejlz,... €n Zufallsexperlmgnt mit zwei und einem Wirfel auftreten. Das Spiel
durchgefuhrt, wobei man auf dasstmalige Ein- g, Ende, wenn kein Wirfel mehr vorhanden
treten eines vorher definierten Ereignisses war- i; 41so Zustand 0 erreicht wird. In dieser Sicht-

tet. Die interessierende Zufallsvariable ist dann weise liegt eine Markov-Kette vor, sodass die Ver-

die Anz_ahl_ dgr r_lotlg(_ar:c E;(perlmente_, blsb|d|e- teilung vonX auch mithilfe stochastischer Matri-
ses Ereignis eintritt. Einfache Wartezeitprobleme . o rhaiten werden kann.

sind das Warten auf den ersten oder allgemeiner

denr-ten Treffer in einer Bernoulli-Kette (sie- Genauso wichtig wie Querverbindungen inner-
he z.B. Henze (2016b), Kapitel 23), das Warten halb der Mathematik sind aber auch die Vernet-
auf ein bestimmtes Muster wie z.B. 101 in ei- zungen zwischen Schul- und Hochschulmathe-
ner Bernoulli-Kette (siehe etwa Henze (2001)), matik. Angehende Lehrerinnen und Lehrer soll-
das Warten auf eine vollstandige Serie im Facher-ten unbedingt anhand geeigneter Beispiele das an
Modell (siehe etwa Althoff (2000), Haake (2006) einer Universitat Gelernte mit der Schulmathema-




tik verkniipfen. Eine solche Verkniipfung kénnte Literatur

mit dazu beitragen, die Kluft zwischen gymnasia- athoff. H. (2000): Zur Berechnung der Wahr-

ler und universitarer Mathematik zu verringem,  gcheinlichkeit fiir das Vorliegen einer vollstan-
weil die Einsicht wachst, dass ,hohere Mathema- digen SerieStochastik in der Schuld, S. 18—

tik“ einen konkreten Nutzen far den schulischen g
Alltag stiften kann. Barth, F. und Haller, R. (2012): Besetzungen und

Wir hoffen, dass die Leserinnen und Leser ange- GeburtstageStochastik in der Schulg2, 20—
regt werden, bei Problemstellungen selbst einmal 27.

tiefer zu bohren, Fragen zu stellen und verschie- Embrechts, P., Klippelberg, C., und Mikosch, Th.
dene Lésungswege zu suchen. Man muss sich bis- (1997): Modeling extremal Events. 1. Auflage:

weilen nicht nur auf das eingefihrte Schulbuch  Verlag Springer. Berlin, Heidelberg, New York.
verlassen! Haake, H. (2006): Elementare Zugange zum Pro-

blem der vollstindigen SeriStochastik in der
Im Unterricht kann der hier dargelegte Weg natir-  gchule26, S. 28—33.

lich nur unter gewissen Reduktionen beschritten Henze, N. (2001): Muster in Bernoulli-Ketten.
werden, wobei der Phantasie (fast) keine Grenzen  siochastik in der Schull, S. 2—10.

gesetzt sind. Soist es z. B. mdglich, die FragesteI-Henze, N., und Humenberger, H. (2011): Stochas-

lung auch zur Binnendifferenzierung einzusetzen: tische Uberraschungen beim Spiel Bingto-

Wieso sollten nicht in einem Kurs verschiedene  ¢hastik in der Schulgl, S. 2-11.

Gruppen die drei Falle= 1,23 getrennt betrach-  Henze, N. (2015): Stochastische Extremwertpro-

ten? Ubrigens eignen sich Problemstellungen die- pleme im Facher-Modell I: Minima von War-

ser Art auch sehr gut fur Seminararbeiten. tezeiten und Kollisionsproblem&tochastik in
der Schule35, S. 24-30.

Henze, N. (2016a): Stochastische Extremwert-
probleme im Facher-Modell 1l: Maxima von
Wartezeiten und Sammelbilderproblentto-
chastik in der Schul86, S. 2-9.

Henze, N. (2016b): Stochastik fir Einsteiger. 11.
Auflage: Verlag Springer Spektrum. Heidel-
berg.

Riehl, G. (2014): Alte Geburtstagsprobleme —neu
geldst.Mathem. Semesterb@&l, S. 215-232.

Leider gibt es schon genlgend ,BLABLA-
Aufgaben® zur Binomialverteilung, bei denen der
(oft mit einer an den Haaren herbeigezogenen ver-
meintlichen Einkleidung versehene) Aufgaben-
text keinerlei Rolle spielt und nur nach) p und

k Ausschau gehalten werden muss, um die Werte
dann in einen Rechner einzugeben. Die in Grund-
kursen fast ausschiel3lich behandelte Binomial-
verteilung kommt hier zwar auch zum Einsatz,
erfordert aber deutlich mehr Nachdenken. Da ist
es gut, mit Schilerinnen und Schiilern auch ein-
mal eine fir stochastische Extremwertprobleme
typische rechtsschiefe Verteilung zu behandeln, Prof. Dr. Norbert Henze

die zudem einen Erwartungswert besitzt, der nicht |nstitut flir Stochastik

einfach mitn- p zu berechnen ist. Karlsruher Institut fir Technologie (KIT)
Englerstr. 2

76131 Karlsruhe

Henze@i t. edu

Anschriften der Verfasser:

An einigen Stellen wurde (hoffentlich) deutlich,
dass ein Rechnereinsatz sinnvoll ist - sowohl bei
einer Simulation (Tabellenkalkulation) als auch

bei bestimmten Berechnungen (CAS-Einsatz). i i
Reimund Vehling

Studienseminar fiir das Lehramt an Gymnasien
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