Wann ist der Kafer erstmals in der gegentberliegenden Ecke?

NORBERTHENZE, KARLSRUHE, UND JUDITH SCHILLING, DARMSTADT

Zusammenfassung: Ein Kafer beginnt eine gettht- mit Zustandsraun@y. Dabei sehen wir den Zustand
nislose rein zullige Irrfahrt entlang der Kan-  (1,...,1) als absorbierendan, stoppen also die Irr-
ten des Einheitsquadrates oder derjenigen des Ein-fahrt und damit die Markov-Kette, falls dieser Zu-
heitswirfels. Dabei startet er jeweils in der im Ur- stand zum ersten Mal erreicht wird.

sprung des Koordinatensystems befindlichen Ecke.
Die Zufallsgiblie W bezeichne die Anzahl der Schrit-
te (Wanderungen entlang der Kanten), die déifdt
berbtigt, bis ererstmalsin der jeweils gegsdiber-
liegenden Ecke angekommen ist. In diesem Aufsatz
bestimmen wir in beiden &len den Erwartungs-
wert und die Varianz sowie die Verteilung von W, ©.1.0)
und wir gehen auch auf eine direkte Verallgemei-
nerung ein, bei der die Irrfahrt auf den Ecken des .
d-dimensionalen Einheitswfels ir d > 4 erfolgt. 00,0 1.0,0)
Im Fall d = 4 kommt mit der erzeugenden Funkti-
on ein nachtiges Werkzeug zum Einsatz. Jede Lehr-
kraft wird sehen, dass esu3erst lohnend ist, damit

einmal Bekanntschaft gemacht zu haben. Die Fragenim Folgenden bezeichne (unabhangig von der Di-
schlief3en direkt an eineruikzlich erschienenen Auf- mensiond) W die Zufa|||ge Anzahl der Schritte’ die

(0,11 o (1,1,1)

(0,0,1)

(1,0,1)

(1,1,0)

Abb. 1: Irrfahrt auf den Ecken des Wirfels entlang
jeweils drei gleich wahrscheinlicher Kanten

satz von Lorenzen und Schmitz (2020) an. der Kafer ausfilhrt, bis er erstmalig die gegeniiber-
o liegende Eckg1,...,1) erreicht. Zur Einstimmung
1 Einleitung betrachten wir zuerst den Fall= 2 und dann den

In einem kiirzlich erschienenen Aufsatz betrachten Fall d = 3. Zusatzliche Gesichtspunkte ergeben sich
Lorenzen und Schmitz (2020) die Irrfahrt eines im Fall hoherer Dimensionen, wobei die Fatle- 4
Kafers auf dem Quadrat, dem Wiirfel und in hoheren undd =5 noch erschopfend behandelt werden.
Dimensionen. Bezeichnet allgemein fiip> 2

2 Die Irrfahrt auf dem Quadrat

={(j1,---,Jd) ] o1} fur/=1,...,d
Qu={(Jjz -, Ja) - Jo € {01} fur e} Als Einstieg diene der in Abb. 2 dargestellte Fall

den d-dimensionalen Einheitswiirfel, so startet der d = 2.
Kafer im Ursprung(0, ..., 0), und seine Schritte ent-

lang der Kanten vorQy erfolgen unabhangig von-
einander und jeweils mit gleicher Wahrscheinlich-

keit 1/d. Abb. 1 zeigt die Situation im Fall = 3.

Hier sind bei jeder Position des Kafers drei gleich
wahrscheinliche Schritt-Richtungen moglich. Loren-

zen und Schmitz (2020) behandeln die Frage, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Kafer nastschrit-

0,1) (11

ten in der gegeniiberliegenden EdKe...,1) ange- (0.0 €9
kommen ist. Allgemeiner kann man nach der zufalli-
gen Position des Kafers naatSchritten fragen. Abb. 2: Irrfahrt auf den Ecken des Einheitsquadrates

. , ) entlang jeweils zwei gleich wahrscheinlicher Kanten
In diesem Aufsatz geht es um aiartezeitproblem g g

Betrachtet man das Ankommen des Kafers im PunktNachdem der Kafer seinen ersten, rein zufallig
(1,...,1) als einen Treffer, so fragen wir nach der gewahlten Schritt ausgefuhrt hat, befindet er sich
Anzahl der Schritte, die der Kafer benotigt, wrst- entweder in der linken oberen Eck®,1) oder in
malseinen Treffer zu erzielen. Deutet man die mogli- der rechten unteren EcKé&,0). Unabléngig davon
chen 2 Positionen des Kafers a’ustinde so bil- bringt ihn der nachste Schritt mit Wahrscheinlich-
det die Folge dieser Positionen eine Markov-Kette keit 1/2 in die rechte obere Eckgl, 1), und mit
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Wahrscheinlichkeit 12 steht er wieder in seiner Aus- Die obigenUberlegungen zeigen, dass man den Kno-

gangsposition. Wir erhalten also die Gleichung ten 1 weglassen kann und de facto tlrergangs-
graph in Abb. 4 vorliegt, wobei der Weg von 2 nach
P(W = 2) = } 0 eben doppelt so lang ist wie der von 2 nach 1 oder

von 1 nach 0. Mit Wahrscheinlichkeit/2 bleibt man

Befindet sich der Kafer nach zwei Schritten erneut 'm Startzustan_d, unq mit _Wah_rschemhchkeytZUst
man nach zwei Schritten im Zielzustand.

in der linken unteren Ecke, so geht alles (unbeein-

flusst von der Vorgeschichte) von neuem los, und die i
Wahrscheinlichkeit, nach zwei weiteren Schritten die @
rechte obere Ecke zu erreichen, ist gleict2,1und 1 @

somit gilt P(W = 4) = 1/4. Damit allgemein das Er-
eignisW = 2k eintritt, muss der Kafek — 1 mal hin-
tereinander —wenn er in einer der beiden Ecke0)
oder (07 1) angekommen ist — in die Ausgangsecke Abb. 5 zeigt das Stabdiagramm der Verteilung von
(0,0) zuriickgeworfen werden, was unabhangig von- W.

einander jeweils mit WahrscheinlichkeitApassiert.

Abb. 4: ReduziertetUbergangsgraph im Fall = 2

Beim k-ten Erreichen einer der beiden Eckgh0) (W =Kk)
oder(0,1) muss er aber Erfolg haben und seine Ziel- 051
Ecke erreichen, was ebenfalls mit der Wahrschein- 0.41
lichkeit 1/2 geschieht. Es gilt somit 0.3
0.21
1\ K 0.1;
0 2 4 6 8 10 12 K
oder gleichbedeutend Abb. 5: Stabdiagramm der Verteilung voM (d = 2)
W 1\ K Den Erwartungswert vow kann man unter Verwen-
P (5 = k) = <§> ., k=12... dung der Ableitung der geometrischen Reihe gemal
o0 1 k 00 1 k—1
Die ZufallsgroReW /2 hat also die gleiche Vertei- EW) = > 2 <§> =5 k<§>
K=1 K=1

lung wie die Anzahl der (je mit Wahrscheinlichkeit
1/2 einen Treffer ergebenden) Bernoulli-Versuche, - _ 1
bis der erste Treffer auftritt. Diese Einsicht rihrt da- (1-x)?
her, dass der Kafer ja jedes Mal, wenn er wieder
im Ausgangspunkt startet, einen Schritt zuriickle-
gen muss, damit ein Bernoulli-Versuch einen Tref-
fer ergeben kann. Abb. 3 veranschaulicht die Situati- o 1\ K
on anhand de§bergangsgraphen der Markov-Kette, E(W(W —1)) = kzlzk(z(k— 1)+1) <§>
Z k(k—1)
k=2

4

x=1/2 N

ausrechnen, und mit der zweiten Ableitung der geo-
metrischen Reihe ergibt sich

Abstande zum Zielpunktl,1) angeben. Allgemein

wobei die Zahlen an den Knoten die Hamming-

1\k2 e 1\ K
. . . . A 2k<—>
ist der Hamming-Abstand zweierTupel aus Ein- <2> kzl 2

sen und Nullen gleich der Anzahl der verschiedenen 2
Komponenten in beiden Tupeln. Der Knoten 1 steht - (1—x)3 X:1/2+
also fur die beiden Ecke(il,0) und (0,1) und der = 16+4=20

Knoten 2 fur die Ausgangseck®,0).
und damit unter Verwendung der Linearitat des Er-

1 wartungswerts
—
@— —Q© VW) = EW?)-EW)
= EW2-W+W)—-EW)?
Abb. 3: Ubergangsgraph der Markov-Kette = EW(W-1)) +EW)-EW)?
(Hamming-Abstande z(d,1)) = 8.




Einen Zugang zu den auftretenden Reihen auf Kurs-Erwartungswert, sieche Henze (2018b), S. 214: Sind
stufenniveau findet man in Abschnitt 8 von Henze A,,...,A, paarweise unvereinbare Ereignisse, deren

(2018a). (positive) Wahrscheinlichkeiten sich zu eins aufad-
dieren, so kann man den als existent angenommenen

3 Die Irrfahrt auf dem Wiirfel Erwartungswert einer ZufallsgroBeéals gewichtete
Summe

In diesem Abschnitt wandert der Kafer auf den Kan- N

ten des Einheitswirfels. Offenbar sind wie schon im E(X) = z P(A;) -E(X|A)) 2)
Fall d = 2 nicht die genauen Position€iy, |2, j3) =1

des Kafers im Laufe der Irrfahrt relevant, sondern yo, bedingten Erwartungswerte vinunter der Be-
nur deren jeweilige, in der Anzahl der Nullen im Tri- dingung, dass das Ereigrg eintritt, erhalten. Dabei

pel (j1, J2, ja) gemessengEntfernung® zum Punkt  gjnq gie Gewichte gerade die Wahrscheinlichkeiten
(1,1,1), also der Hamming-Abstand, siehe Abb. 6. derA,.

ls 0 Um diese Formel nutzen zu kbnnen, gehen wir einen
kleinen Umweg und betrachten den riit(W) be-
2 1 zeichneten Erwartungswert voW unter der An-
: nahme, dass die Irrfahrt im Zustarjdstartet, j €
{1,2,3}. Offenbar gilt danrfi£(W) = E3(W). Da wir
mit Wahrscheinlichkeit eins vom Zustand 3 in den

2' -------------------- 1 Zustand 2 gelangen, ergibt sich offenbar
E3(W) = 1+Ex(W). 3)
3 2 Dabei rithrt die Eins auf der rechten Seite des Gleich-
Abb. 6: Hamming-Distanzen zum Punkt, 1,1) heitszeichens daher, dass wir den einen Schritt zahlen

. | ande d K ind al missen, der uns vom Zustand 3 in den Zustand 2
Die relevanten Zustande der Markov-Kette sind al- bringt. Was passiert, wenn wir uns im Zustand 2

so die HaLnbming-I_Dis;an;En 32,1 undhO zum Z!J”kt befinden? Jetzt gibt es zwei unvereinbare Ereignis-
(1,1,1). Abb. 7 zeigt derbergangsgraphen mit die- se, deren Wahrscheinlichkeiten sich zu eins aufad-

sen Hamming-Distanzen als Knoten sowie Pfeilen, jioron namiich vom Zustand 2 aus in den Zustand
die die moglichenUbergange zwischen den Kno- 1 oder in den Zustand 3 zu gelangen. Gehen wir in

ten veranschaulichen, zusammen mit den jeweiligengep, 7,gtand 1 Uber, so haben wir einen mitzuzahlen-

Ubergangswahrscheinlichkeiten. den Irrfahrt-Schritt vollzogen, und aufgrund der sto-

) chastischen Unabhangigkeit der einzelnen Irrfahrt-
- S Ny Richtungen geht es dann mit einer im Zustand 1 star-
@ @ @ @ tenden Irrfahrt weiter. Da Analoges fiir delbergang
1 Z 3 vom Zustand 2 in den Zustand 3 gilt, liefert die For-
mel vom totalen Erwartungswert die Identitat

winy

Abb. 7: Ubergangsgraph der Markov-Kette 2 1
(Hamming-Abstande z(d,1,1)) E2(W) =3 (1+ B (W) +3-(1+ Es(W)). (4)

Offenbar kann die AnzahV der Schritte bis zum ers- Mit dem gleichen Argument folgt
ten Treffer, also der Absorption der im Knoten 3 star- 1 2
tenden Markov-Kette, nur jede der Zahlerb3 ... Ei(W) = 3’ 1+ 3’ (1+E2(W)). )

mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen, und €s gat7t man den in (3) stehenden AusdruckE§fw)
gilt (wie schon in Lorenzen und Schmitz (2020) mit (4) ein, so entstehen zusammen mit (5) zwei Glei-

einem anderen Ansatz erhalten) chungen mit den Unbekannte®y(W) und Ey(W),
21 2 woraus sich nach einfacher RechnuBgW) = 9

PW=3)=1: 339 (1) und somit nach (3)
E(W) = Es(W) = 10 ©)

Wir bestimmen zunachst den Erwartungswert Wn
ohne die Verteilung voiV zu kennen, und verwen- ergibt. Der Kafer benotigt also auf die Dauer im Mit-
den dazu die manchmal auch als Mittelwertregel (En-tel 10 Schritte, um erstmals in die gegeniiberliegende
gel (1976), S. 22) bezeichnete Formel vom totalen Ecke zu gelangen.




Wir wenden uns nun dem Problem zu, die Wahr- das Resultat

scheinlichkeitP(W = 3+ 2k), dass der Kéafer in ge- N

nau 3+ 2k Schritten erstmalig in der gegenuberlie- P(W =3+ 2k) = <§> 'S k> 0.

genden Ecke ankommt, zu bestimmen. Dabei wurde

der Fallk = 0 schon in (1) abgehandelt. Ein Blick pije zufallsgroReX = (W — 3)/2 hat also eine geo-

auf denUbergangsgraphen in Abb. 7 zeigt, dass wir metrische Verteilung mit Parametgr= 2/9. Sie be-

— damit das Ereigni8V = 5 eintritt — entweder ein-  schreibt damit die Anzahl der Nieten vor dem ers-

mal die Schleife 3- 2 — 3 oder einmal die Schlei-  ten Treffer in einer Folge von Bernoulli-Versuchen

fe 2— 1 — 2 durchlaufen wird. Die erste Schlei- mit gleicher Trefferwahrscheinlichkefi. Dieses auf

fe besitzt die Wahrscheinlichkeit/3, die zweite die  den ersten Blick iiberraschende Resultat liefert nicht

Wahrscheinlichkeit 49. Es gilt also nur nachtraglich einen Nachweis der Endlichkeit des
l 4\ 2 14 Erwartungswertes volV, sondern weger(X) =

P(W=5) = ( > — = 1/p—1 (siehe Henze (2018b), S. 187) auch einen
3 9/ 9 81 . . .
alternativen Nachweis von (6), denn es gilt

Im Unterschied hierzu ist die in Lorenzen und W_3 9 7

Schmitz  (2020) berechnete Wahrscheinlichkeit, E <—> =-—1==

Uberhaupt(also nicht erstmalig) nach funf Schrit- 2 2 2

ten im Zustand 0 zu sein, gIeiFh _ﬁ]ﬁ)lZ da dann  ynd damitE(W) = 2-7+3=10. Da die Varianz ei-
auch die Schleife 0+ 1 — 0 moglich ist. Damit  ner mit dem Parametay geometrisch verteilten Zu-

das EreignisV = 7 eintritt, missen insgesamt zwei fallsgroRe (1 — p)/p? betragt (Henze (2018b), S.
Ruckwartsspriinge bei den Zustanden 2 und 1 erfol- 187), gilt somit

gen. Diese konnen zweimal im Zustand 2 und zwei-

mal im Zustand 1 sein; es kann aber auch zuerst ein v (W— 3) _ 7/9 _ 63
Ruckwartssprung in 2 und danach einer in 1 erfolgen 2 (2/92 4°
und umgekehrt. Insgesamt ergibt sich

Andererseits folgt mit allgemeinen Rechenregeln fir

die Varianz
1\N? 14 [4\?%\ 2
wen = (@3 @) s
3 '39"\9) )0 V( >:_.V(W_3):_.V(W)7
5 2 4 4
(7 2
— \9/) 9 woraus sich die Varianz voN zu V(W) = 63 ergibt.
- % Abb. 8 zeigt ein Stabdiagramm der Verteilung von
729 W.
Im allgemeinen FaNWV = 3+ 2k werden insgesanit P(W = k)
Ruckwartsschritte durchlaufen, von denem Zu-
stand 1 unk — ¢ im Zustand 2 starten konneid ¢ 0.2

{0,1,...,k}). Jede konkrete Irrfahrt, die nacht3k

Schritten erstmalig vom Zustand 3 in den Zustand 0 0.1

gelangt und?/ mal im Zustand 2 undk — ¢ mal im

Zustand 1,zurlicksetzt’, besitzt wegen der Kommu- 0 3 5 7 9 11 13 15 17 1921 K
tativitat der Multiplikation die Wahrscheinlichkeit

NG sa\Kt o Abb. 8: Stabdiagramm der Verteilung vov (d = 3)
<§> ’ <§> 9 Kann man begrifflich einsehemarum(W — 3)/2 ei-
ne geometrische Verteilung mit dem Paramgtes

Da es(¥) Moglichkeiten gibt, von den insgesarkt 2/9 besitzt? Hierzu nehmen wir noch einmal den
Ruckwartsschritterd im Zustand 2 undk — ¢ im Zu- Ubergangsgraphen in Abb. 7 in Augenschein. Da

stand 1 zu beginnen, folgt wegen man gleich nach dem ersten Schritt im Zustand 2 ist
K j INE /4y Kt 1 4k und jedes Mal nach einem eventuellen spateren Auf-

%( > <_> <_> = <_ + _> enthalt in 3 nach einem Schritt sofort wieder in 2 an-
So\L/ \3 9 39 kommt, liegt es nahe, den Zustand 3 einfach weg-

7\ K zulassen. Wichtig ist natirlich, dass man den ers-

- (5) ten Schritt von 3 nach 2 mitzahlt. Vom Zustand 2




aus gesehen gelangt man mit der Wahrscheinlich-gelten analog zu den im vorigen Abschnitt angestell-

keit 2/3-1/3 in zwei Schritten in den Zielzustand.
Wenn wir also diesen zweischrittigésbergang von
2 nach 0 als,Treffer deuten, so betragt die Tref-
ferwahrscheinlichkeit 2. Was ist dann das kom-
plementare Ereignis, also djdliete“? Nichtin zwei

Schritten von 2 aus nach 0 zu gelangen bedeutet, ent-

weder zwei vergebliche Schritte zu machen und von

1 aus nach 2 zuriickgeworfen zu werden (was mit der

Wahrscheinlichkeit 23 geschieht), oder zwei ver-
gebliche Schritte lang im Zustand 2 zu bleiben (weil

man ja Uber 3 nach 2 zuriickgekommen ist), und das

geschieht mit der Wahrscheinlichkeit3. Die Wahr-

scheinlichkeit, dass mindestens eines dieser beiden

Ereignisse eintritt, ist aber gleich-12/9=7/9. Die-
seUberlegungen munden in den in Abb. 9 dargestell-
ten reduziertetbergangsgraphen.

% ®

Abb. 9: ReduziertetUbergangsgraph im Fall = 3

2
S

Subtrahieren wir von der Gesamtanzghlder noti-
gen Schritte zum Zielpunkt die Mindestanzahl 3, so
resultiert die mit dem Faktor 2 versehene Anzahl der
Nieten (namlich Verbleiben im Zustand 2) vor dem
ersten Treffer bei Bernoulli-Versuchen mit Treffer-
wahrscheinichkeit 29, und diese Anzahl der Nieten
besitzt die erhaltene geometrische Verteilung.

4 DerFalld=4

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fdl= 4,
wobei mit der erzeugenden Funktion ein machti-
ges Werkzeug ins Spiel kommt. Verlauft die Irrfahrt
auf den Kanten des 4-dimensionalen Wirfels, so
ist im Vergleich zu Abb. 7 detJbergangsgraph der
Markov-Kette der Hamming-Distanzen zyZiel-
Ecke" (1,1,1,1) in Abb. 10 dargestellt.

EN]
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Abb. 10: Ubergangsgraph der Markov-Kette
(Hamming-Abstande z(d,1,1,1))

Wir bestimmen zunachst den Erwartungswert Wn
mithilfe der Formel (2) vom totalen Erwartungswert.
Bezeichneg; (W) den Erwartungswert vo, wenn
die Irrfahrt im Zustandj startet { € {1,2,3,4}), so

tenUberlegungen

EsW) — 14Es(W), @
EsW) = 1+ EW)+7EW), ()
W) = 1+ EaW) 4 EsW),  (9)
EW) = 143 EpW). (10)

Setzt man den Ausdruck fi,(W) von Gleichung
(7) in (8) und den vorE; (W) in (10) in (9) ein, so
ergeben sich die Beziehungen

5
Es(W) = §—|—E2(W),
5
EsW) = Ea(W)-3
Hieraus erhalt marEg(W) = &, und mit (7) folgt
dann 64 1
E(W) = E4(W) = = = 21z, (11)

Wie kann man an die Verteilung voN gelangen?
Offenbar nimmtwW nur geradzahlige Werte an, die
mindestens gleich 4 sind, und es gilt

3

Damit das Ereigni8V = 6 eintritt, muss in genau ei-
nem der Zustande 3, 2 oder 1 eigmwveischrittige
Ruckwartsschleife” eingelegt werden. Da die Wahr-
scheinlichkeiten dieser Schleiferidlbzw. 3/8 bzw.
3/8 betragen, folgt

WegenP(W = 4) = P(W = 6) gibt es also im Un-
terschied zu den Falled = 2 und d = 3 keinen
Zusammenhang mit einer geometrischen Verteilung
(die man fur die ZufallsgroRéW — 4)/6 hatte ver-
muten kénnen), da bei der geometrischen Verteilung
die Wahrscheinlichkeiten streng monoton fallen.

1

4+

3

8

3 3

IP(W:G):( 5= 5

Komplexer wird es bereits im FalW = 8. Hier
missen genau zwei solcher Rickwartsschleifen ein-
gelegt werden. Das konnen je zwei Schleifen in den
Zustanden 3, 2 und 1 sein, aber auch in der Reihen-
folge wechselseitig bei den Zustanden 3 und 2 sowie
bei den Zustanden 2 und 1. Hinzu kommt noch die
eine Moglichkeit, dass zuerst eine Schleife im Zu-
stand 3 und spater eine im Zustand 1 eingelegt wird.

5



Addiert man die Wahrscheinlichkeiten fur alle diese Zustand j ausn den Zielzustand 0 zu gelangen. Uns

Falle, so folgt interessiert zwar nur die Verteilung véll (= W),
aber die anderen Zufallsvariablen werden als Hilfs-
g — <<}>2+4. <§>2+3‘3> 3 gréRen nicht minder wichtig sein. Die erzeugende
4 8 32/ 32 Funktion vonW, nennen wiiG;, j = 1,2,3,4. Es gilt
87 also insbesonder® = G,4. Wie jetzt ausgefuhrt wird,

= 1004 gelten dann ganz analog zu den aus der Formel vom
totalen Erwartungswert resultierenden Gleichungen
Offenbar ist diese Vorgehensweise kaum praktika- (7) — (10) die Beziehungen
bel, um einen geschlossenen Ausdruck Fiw =

4+2K), k> 0, zu erhalten. Wir werden jetzt ein wirk- Gut) = tGs(t), (14)
lich schlagkraftiges Mittel vorstellen, mit dessen Hil- 3 1
t) = t{-Gyt)+ =G4t 15
fe sich das Uberraschende Resultat Ga(t) <4 2(t) + 4 (), 19
1 1
P(W = 4+ 2k) (12) Got) =t <§Gs(t) + éGl(t)> . (16)
k+1 k+1
3 4++/10 4—+/10 3 1
— Git) = t1-=-Gx(t)+- ). 17
8\/10{< 8 ) ( 8 ) } ) (4 2()+4> (17

Um Gleichung (14) einzusehen, beachte man, dass
W, und 1+W; die gleiche Verteilung und damit auch
Zunachst zeigt eine direkte Rechnung, dass diese alldie gleiche erzeugende Funktion haben. Wegen der
gemeine Formel fur die speziellen Fale- 0, k=1 Darstellung (13) folgt also

undk = 2 die oben hergeleiteten Wahrscheinlichkei- W 1

ten liefert. Gy(t) = E(t") = E(t"""%) =tE(t")

Die entscheidende Idee, wie man zu (12) gelangt,und damit (14). Um (15) einzusehen, genigt ein
und die auch fiirr den Fatl > 5 funktioniert, besteht  Blick auf Abb. 10. Startet man im Zustand 3, so sind
darin, die Sogenannterzeugende Funktioron W nach einem Schritt mit WahrSChEin"Chkei/tanOCh

zu betrachten. Nach Definition ist diese erzeugendeY\z Schritte zu absolvieren, und mit Wahrscheinlich-

k> 0, ergibt.

Funktion die Potenzreihe keit 1/4 steht man wieder ganz am Anfang und
hat man nach einem vollzogenen Schritt natf
G(t) = % P(W = 4+ Zk)t4+2k’ Schritte vor sich. Dabei ist/; eine ZufallsgroRRe, die
o die gleiche Verteilung wi&\, besitzt. Schreiben wir

i ) i L i allgemein die Verteilungsgleichheit zweier Zufalls-
und diese konyerglert auf Jedgn FQII fur jedemit gréeny und Z in der KurzformY ~ Z, und mo-
t| = 1. Das Ziel besteht darin, einen geschlosse- yejjieren wir die vom Zustand 3 ausgehende Schritt-
nen Ausdruck fiG(t) herzuleiten und diesen in ei- Richtung als Zufallsgrof3ds mit der Binomialvertei-

ne Pote?zzrl(ei_he um 0 zu entwi_ckel_n. Der Ko_effizi- lung Bin(1,3/4), so liefern obigelJberlegungen die
ent vort**“ in dieser Potenzreihe ist dann die ge- Verteilungsgleichheit

suchte Wahrscheinlichkeilt(W = 4 + 2k). Fur ei-
ne Einflhrung in erzeugende Funktionen siehe z.B. W5 ~ Ug(1+We) + (1 —U3z)(1+Wj). (18)
Henze (2018b), Kapitel 25. Da allgemein der Er-
wartungswert einer Funktioh(X) einer nichtnega-
tiven ganzzahligen ZufallsgroBédurchE(h(X)) =

Y i=0h(j)P(X = j) gegeben ist, gilt

Man beachte, dass je nach Realisierung Wan(1
bzw. 0) auf der rechten Seite nur ein Summand auf-
tritt, und dass die Zufallsgrof3es, Wo und W, auf-
grund der stochastischen Unabhangigkeit der einzel-
G(t) = E(tW)' (13) nen Schritt-Richtungen der Irrfahrt stochastisch un-
abhangig sind. Aus der Verteilungsgleichheit in (18)

Diese Erkenntnis wird fiir das weitere Vorgehen ent- sowieUs + 1 — Uz = 1 folgt zunachst
scheidend sein. Ga(t) = E(t") = B(tHHUMer(1-UsWy)

Um (12) herzuleiten, gehen wir wieder einen kleinen, _ tE(tungJr(lfua)w‘;). (19)
aber aulierst nitzlichen Umweg. In der Abb. 10 sei

fur jedesj € {1,2,3,4} W, die zufallige Anzahl der Den Erwartungswert in (19) rechnen wir nach der
Schritte, die der Kafer benotigt, um erstmaligm Formel (2) vom totalen Erwartungswert aus, indem
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wir nach den beiden Ereignissela = 1 undUz =0
bedingen. Der Erwartungswert in (19) ist also gleich

3 1w
ZE(t\A&|U3 =1)+ 21IE:(tW4|U3 =0).

Wegen der stochastischen Unabhangigkeit Vén
und Uz bzw. W; und U3 hangen die beiden beding-
ten Erwartungswerte nicht von der jeweiligen Be-
dingung ab. WegerG(t) = E(t"2) und Gy(t)
E(tWi) folgt dann zusammen mit (19) Gleichung
(15). Vollig analog ergeben sich die Gleichungen
(16) und (17).

Setzt man den Ausdruck fig;(t) aus (17) in (16)

sowie den vorG,(t) in (14) in (15) ein, so ergibt sich
3t? t t2
Go(t) (1— ?> = 3G+,
t2 3t

Hieraus erhalt man mit etwas Rechnung

123
(4—1t2)(32—122)°

122

[

Gg(t) +

Multipliziert man diese Gleichung mit durch, so
folgt unter Beachtung von (14) urd = G4 der ge-
schlossene Ausdruck

3t4
T 32-322+ 3t
fur die erzeugende Funktion vo. Diesen Aus-

druck missen wir in eine Potenzreihe entwickeln.
Setzen wix = t2, so fiihrt die Gleichung

G(t) (20)

32—3%+3¢ =0

auf die Losungen

16+ 4/10 16—4/10
=, =y
3 3
Hiermit gilt dann
3t 1 1
G(t) = - )
8/10\t2—x; t2—x
und wegen
1 12 1\,
t2—Xj X kZO<Xj> - =S,

fur j € {1,2} (geometrische Reihe!) folgt
G(t)

0 k+1 k+1
= Z i <£> ’ _ <£> ’ A2k
% 8V10 \ \ X X1

und damit (12).

Da der Konvergenzradius dieser Potenzreihe gleich
der Wurzel aus; = 1.116... und damit grol3er als
eins ist, ist die erzeugende Funktion an der Stelle 1
beliebig oft differenzierbar, und aus (20) ergibt sich
die erste Ableitung mit der Quotientenregel und ein
wenig Rechnung zu

3(9_ 12
(1) = 192°(2—t9) .
(32— 3224 3t4)2
Hiermit folgt
EW)=G'(1) = 6—;,

in Ubereinstimmung mit (11). Mit etwas Geduld
(oder einem Computeralgebra-System) ergibt sich
die zweite Ableitung vorG zu

1922(9t® + 214 — 962+ 192

G//t —
®) (32— 322+ 3t4)3

Hieraus erhalt man wegé(W) = G”(1) + G'(1) —
(G'(1))? die Varianz vorw zu

24 _sorman.

V(W)

Abbildung 11 zeigt ein Stabdiagramm der Verteilung
vonW.

P(W =k
0.10 ( )

0.05

0 2 4 6 8 1012141618 2022 24 26k

Abb. 11: Stabdiagramm der Verteilung vas
(d=4)

Es fallt auf, dass die Wahrscheinlichkeit&tW =

4+ 2k) in Abhangigkeit vork wesentlich langsamer
abfallen als die entsprechenden Wahrscheinlichkei-
tenP(W = 3+ 2k) in Abb. 8 firr den Falld = 3 oder
erst recht die in Abb. 5 dargestellten entsprechenden
Wabhrscheinlichkeitef?(W = 2+ 2k) im Falld = 2.
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5 Hohere Gesichtspunkte und bis er erstmalgede Ecke besucht HatBezeichnen
Verwandtes wir diese Schrittanzahl mi, so gibt es hinsichtlich
der Verteilung und sogar des Erwartungswertes von
S fast nur offene Probleme. So geben die Heraus-
geber des American Mathematical Monthly (AMM

Editors (1989)) die Erwartungswerte 6 im Fal= 2

Prinzipiell liefern erzeugende Funktionen die Vertei-
lung vonW flir jede Dimensiord. So besitzen die
(14)- (17) entsprechenden Gleichungen im Ball 5

die Gestalt und 13 =214 im Fall d = 3 an. Die Verteilung
Gs(t) = tGy(t), von Sist schon im Fald = 3 unbekannt, und im Fall
4 1 d > 4 kennt man nicht einmal den Erwartungswert
Gilt) = t( 5600+ gasi0). vons

3 2 Lorenzen und Schmitz (2020) weisen auf den Zu-
Golt) =t <§Gz(t) * §G4(t)> ’ sammenhang des Kaferproblems mit dem diskreten

2 3 Diffusionsmodell des Physikers Paul Ehrenfest und
Gat) =t <§Gl(t) T §G3(t)> ’ der Mathematikerin Tatjana Ehrenfest hin (siehe Eh-

4 1 renfest und Ehrenfest (1907)). In diesem Modell be-
Git) = t(ng(t)Jrg) . finden sich in zwei Behaltern A und B zusammen

d Kugeln. Man wahlt eine der Kugeln rein zufallig
Dabei istG; die erzeugende Funktion der Anzahl aus und legt sie in den jeweils anderen Behalter, wo-
von Schritten, bis ausgehend vom Start im Zustandbei dieser Vorgang in unabhangiger Folge wieder-
j (Hamming-Abstandj zum Ziel-Zustand) erstma- holt wird. Im Fall des Kaferproblems sind zu Beginn
lig der Ziel-Zustand erreicht wird. Dieses linea- alle Kugeln in Behalte’A, und der Prozess stoppt,
re Gleichungssystem mit den Unbekannten(t) wenn sich erstmals alle Kugeln im anderen Behalter
(j = 1,2,3,4,5) lasst sich problemlos z.B.mit dem befinden. Im Rahmen des Ehrenfestschen Urnenmo-
Computeralgebra-System MAPLE I[6sen, und es dells interessiert insbesondere die invariante Vertei-

folgt lung der Anzahl der Kugeln in Behalter A, die durch
G(t) = 24° die Binomialw_e_rteilung Bifd,1/2) gegeben ist, sie-
1494 — 7502 + 625’ he z.B. Georgii (2009), S. 166-167.
wobei kurzG := Gs gesetzt wurde. Fur den Erwar-
tungswert voiw ergibt sich 6 Schlussbemerkungen
EW) =G'(1) = @: 422 S_tochastik Igbt von spannender] konkreten Fragen.
3 3 Eine davon ist die behandelte Kaferwanderung. Da-

(wie man auch mithilfe der Formel vom totalen Er- P€i konnen die Fallel = 2 und d = 3 sowie die
wartungswert bestatigt), und die tiber die 2. Ablej- Herleitung der Wahrscheinlichkeitef®(W = 4),

tung von G berechnete Varianz voW ist gleich ]P’(V]:/ = 6) Unipr(]wd: |8) imdFa”,2|: 4 6;1Uf Kur- .
_ 13000 _ : . stufenniveau behandelt werden. Als mathematischer
V(W) = =55~ = 144444.... Die Standardabwei-

chung vonW ist also etwas kleiner als der Erwar- Uberbau ist dabei die erzeugende Funktion von ho-
tungswert. Setzt mar:= t2, so sind die Lésungen her Relevanz. Das hier vorgestellte Problem kann

der quadratischen Gleichung 349- 750+ 625= 0 entweder direkt im Anschluss an die in Lorenzen und

durch Schmitz (2020) vorgestellte Fragestellung oder auch
unabhangig davon im Unterricht thematisiert wer-
= 212t 50v19 yp = o710~ 50v19 den. Dabei eignet es sich insbesondere im Kontext
149 ’ 149 der Markov-Ketten, die in einigen Bundeslandern
gegeben’und die g|eiche Vorgehensweise wieim Fa”fester Bestandteil des Lehrplans sind. Besonders
d = 4 liefert spannend ist hier, dass die gesuchten Wahrschein-
lichkeiten nicht durch das Potenzieren déber-
P(W =5+ 2k) gangsmatrizen gefunden werden konnen. Variiert

24 1\ K+ 1\ %1 man die in Lorenzen und Schmitz (2020) vorgestell-

= m ((X—2> - (X—1> ) , k=0. te Aufgabe also nur geringfiigig, so kann im gleichen
Kontext weiter gedacht und geknobelt werden. Da-

mit ist es moglich, auf verschiedenen Anforderungs-

Eine verwandte interessante Fragestellung ist dleniveaus an der gleichen Fragestellung zu arbeiten.

Folgende: Wie viele Schritte muss der Kafer gehen,

8



Henze, N. (2018b): Stochastik fiur Einsteiger, 12.
Auflage. Heidelberg, Springer Spektrum.

Lorenzen, H., und Schmitz, M. (2020): Die Irrfahrt
eines Kafers auf dem Quadrat, dem Waurfel und
in hoheren Dimensionerstochastik in der Schu-

Literatur le 40(2), 15-21.

Editors of The American Mathematical Monthly
(1989). Solutions of Advanced Problems. Cubi- Anschriften der Verfasser:
cal Walks.The American Mathematical Monthly ]
96(6), 848-849. Prof. |_.R_. Dr._Norbert H_enze
Ehrenfest, P., und Ehrenfest, T. (190!2J)ber zwei KIT_Dlst!pgwshed S_enlor Fellow
bekannte Einwande gegen das Boltzmannsche H—InStItUt far Stoc_hast.l.k )
Theorem. Physikalische Zeitschrifg (9), 311— Karlsruher Institut fur Technologie (KIT)
314. Englerstr. 2
Engel, A. (1976). Wahrscheinlichkeitsrechnung und 06131 Karlsruhe
Statistik. Band 2. Stuttgart, Klett. Henze@i t. edu
Georgii, O. (2009). Stochastik. Einfuhrung in die ) o
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. 4. Auf- DPr-Judith Schilling o
lage. Verlag de Gruyter. Berlin. Fachb_erelch Mfithemgtlk, AG Didaktik
Henze, N. (2018a). Wartezeitprobleme in Bernoulli- echnische Universitat Darmstadt
Ketten: Ein verstandnisorientierter Zugarto- ~ Schlossgartenstr. 7

chastik in der Schulgg(3), 24-31. 64289 Darmstadt
schil i ng@mat hemat i k. t u- dar nst adt . de

Danksagung: Wir danken den Gutachtern fir wert-
volle Hinweise.




