Ginter Last Kapitel 8: Differentialgleichungen

Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Unter einem linearen System wvon Differentialgleichungen versteht

man die n Differentialgleichungen

y1(z) = a11(2)y1 () + ... + a1n(2)yn(x) + b1(z),

Un () = an1(2)y1(x) + . . . + Gnn(2)yn (@) + bn ().

Dabei sind a;; und b; stetige, aut einem Intervall I C R definier-
te Funktionen. Im Fall b; = ... = b,, = 0 spricht man von einem
homogenen System. Ein Anfangswertproblem liegt vor, wenn fiir ge-
gebene aq,...,a, € R die folgenden Gleichungen gefordert werden:

yi(ao) =az  j=1,...,m.
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Losungsmengen linearer Systeme

Satz: Die Menge aller Losungen y eines homogenen linearen Sy-

stems von n Differentialgleichungen bildet einen n-dimensionalen

Vektorraum.

Satz: Gegeben sei ein lineares Systems von Differentialgleichungen.

Es sei i, eine Losung. Dann ist jede andere Ldsung y von der Form,
y= gp + Un

mit ewner Losung yn des zugehorigen homogenen Systems.

Bemerkung: Steht eine Basis des homogenen Systems zur
Vertiigung, so kann das Prinzip der Variation der Konstanten be-

nutzt werden, um eine Losung des inhomogenen Systems zu finden.
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Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Héngen die Koeffizientenfunktionen a;;(z) eines linearen System
von Differentialgleichungen nicht von « € I ab, so so spricht man
von einem System mit konstanten Koeffizienten. Man schreibt es in

der Form

Dabei ist A die n x n-Matrix mit den Eintrdgen a; und b(z) der
als Spaltenvektor interpretierte Vektor (b1(z),...,b,(x)).
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Satz: Man betrachte das homogene System

Es sei A ein reeller Eigenwert von A und es seien vy, ..., U, linear

unabhdngige Eigenvektoren zum Eigenwert \. Dann sind

Ty, L., e,

linear unabhdingige Losungen.
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Satz: Man betrachte das komogene System y'(x) = Ay. Fs sei A
ewn reeller Eigenwert von A mit der Vielfachheit k. Ferner sei v
ein Figenvektor zu A. Dann gibt es ein m € Ny mit m < k sowie
Vektoren v;; e R® (j =0,...,m—1,1=0,...,5—1) mit v;;, =
fiir jedes 3 = 0,...,m—1, so dass das System m linear unabhdingige
Losungen von der Form

jo(z) = e 1.0,
1(x) = 6/\‘%(?71,0 + xU1,1),

Um—1(T) = €>‘w(?7m—1,0 + TUm—1,1+ ...+ $m_1?7m—1,m—1)

hat. Hat der Eigenraum von A zu A die Dimension 1, so ist m = k.
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Satz: Es set A = o + 10 ein komplexer Figenwert von A mit der
Vielfachheit k und zugehorigem Eigenvektor v+iw. Dann gibt es ein
m € Ng mit m < k sowie Vektoren v, w; €e R" (j=0,...,m—1,
l=0,...,5—1) mit (U;;,4;;) = (U, W) firjedesj =0,...,m—1, so
dass das System ' (x) = Ay die folgenden 2m linear unabhdingigen

Losungen hat:
e (cos(Bx) vy o — sin(Bz)wWo o),

e™*(cos(Bx) 7,0 — sin(Bx)w,0)

+ xeo‘w(cos(ﬁilf)?ﬁ,l — sin(ﬁx)lﬁl,l),

Yo()
1 ()

Ym—1(x) =e**(cos(Bz)Upm—1,0 — sin(Bz)Wm—10)
+ xe** (cos(BT)Um—11 — sin(fz)Wpm-11) + . ..

+ xm—leowc (COS(ﬁﬂf)gm—l,m—l — Sin(ﬁﬂf)’lﬁm—l,m—l),
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o(z)

51 (LE)

e“” (Sin(ﬁx)’(—fo,o + COS(ﬁCIZ’)IBO,o),
e“" (sin(Bx)vh o + cos(Bx)w o)

+ xe” (Siﬂ(ﬂﬂ?)ﬁl,l + COS(ﬁx)wl,l)ﬂ

N\

Zm_1($) —e?” (Sin(ﬁﬂf)ﬁm_lp + COS(BCE)?Em_LQ)
+ xe®* (sin(Bx)U—1 1 + cos(Bx)Wr—-1.1) + - ..

+ 2™ e (sin(B2)Tm—1.m—1 + cos(BT)Wp—1.m—1)-

Hat der (komplexe) Eigenraum von A zu \ die Dimension 1, so ist

m = k.
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Bemerkung: Die letzten beiden Séitze liefern eine Basis der Lésungs-

menge des homogenen Systems
y'(z) = Ay.

Dazu wahlt man zu jedem Eigenwert von A eine Basis des zugehori-
gen Eigenraums. Fiir jeden so erhaltenen Eigenvektor wendet man
einen der Sitze an. Von jedem Paar konjugiert komplexer Eigen-

werte von A darf jeweils nur ein Eigenwert beriicksichtigt werden.
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