Analysis 1 WS 18/19

Losungen Klausur 26.03.2019

Aufgabe 1:

(i) Fiir welche z e R, x # 2 gilt
1 1

= .
-2 " 1+[z-1]

(ii) Berechnen Sie fir allene N: > 7 (2l —1)
Losungsvorschlag:

(i) Der Hauptnenner | — 2|(1 + |« — 1|) ist fiir alle * # 2 positiv. Daher kann man die
Ungleichung ohne Fallunterscheidung mit dem Hauptnenner multiplizieren und erhalt

11
-2 " 14z 1]

= 1+|e—-1>z—2

= (1+|z-1) >z -2* = (z - 2)*

= 142z—1+(z-2z+1)>2* — 4z +4
=2z —1|=21-z|>2—-2z=2(1-z)
= |l-z|>1-=2

= 1l-x<0

= r>1

Somit gilt die Ungleichung -5 > =y fiir die reellen Zahlen

{zeR:z>1,z+#2}.

(ii) Aus den Ubungen ist bekannt, dass Yo = Ewmﬁc Somit erhilt man

n ] L]
nin + 1) _
e =1)=2% k=% =220l p=n?.

Eine andere Moglichkeit dies zu beweisen ist per vollstindiger Induktion:
Induktionsanfang: (n = 1): J“..uimm_m -1)=1%

Induktionsvoraussetzung: Es gelte 3¢, (2k — 1) = n? fiir ein belicbiges aber festes n € M.
Induktionsschluss: (n = n + 1):

n+1 ()
S @k-1)=2n+1+Y (2k—1)=2n+1+n> = (n+1)%.
k=1 k=1

Aufgabe 2: Sei (a,), cine beliebige reelle Folge mit a, < 2 und ap41(2 - an) > 1.
Untersuchen Sie die gegebene Folge auf Konvergenz und geben sie im Falle der Konvergenz den
Grenzwert an.

Beweis. Wenn die Folge konvergiert, z.B. gegen a := lim,_,~ @y, dann konvergiert nach den
Rechenregeln fiir konvergente Folgen

an41(2—an) +a(2 —a).
Fiir alle n € M gilt per Voraussetzung, dass
an+1(2—an) > 1.

Somit folgt wiederrum aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen, dass a(2 — a) = 1 gelten
muss. Man rechnet nun nach, dass die einzige Losung dieser Ungleichung a = 1 ist.

1 1
nﬁlnuvuﬂmlnwmﬂuwm+nﬂmnw_+au

= 0>1-2a+a’
== 02> (1-a)?
—>ag=1.

Wir haben somit gezeigt, dass wenn die Folge (ay,)n konvergiert, so konvergiert sie gegen 1.
Es bleibt zu zeigen, dass die Folge konvergiert:

Nach Voraussetzung gilt a, < 2 und damit folgt aus a,1(2 — a,) > 1, dass a4 > 0 ist. Also
ist die Folge beschriankt. Weiter gilt

(Gni1 — 0n)(2 — Gn) = Gni1(2 = Gn) — an(2 — @n) > 1 — 2an + a2 = (1 — a,)* 2 0.

Da (2 — a,) > 0 folgt somit (an4+1 — an) = 0. Also ist die Folge (a,)» monoton wachsend. Aus
dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt nun, dass die Folge (a,), konvergent ist. a

Achtung!!!

Bitte bearbeiten Sie nur eine der folgenden Aufgaben. Je nachdem ob Sie Hirer der Analysis 1
im WS18/19 bei Professor Hundertmark oder Horer der Analysis 1 im WS 17/18 bei Professor
Plum waren. Diejenigen von Ihnen die beide Veranstaltungen gehirt haben bearbeiten bitte

Aufgabe 3.

Aufgabe 3:
Bestimmen Sie die Menge der z € C fiir welche die folgenden Potenzreihen konvergieren.

(i) ¥, S52m,

(i) o (3 +77) 2™

Alternativ Aufgabe fiir die Horer Analysis 1 im WS 17/18 bei Professor Plum

Aufgabe 3’:
Es sei fo:[L,7] 2 R; fa(z) = E

(i) Zeigen Sie, dass ( f)n punktweise auf [1, 7] konvergiert und geben Sie die Grenzfunktion
an. Konvergiert ( f,,)n auch gleichmiifiig?

(ii) Berechnen Sie

lim .\_q folz) dz.

=k
2



Losungsvorschlag: (Aufgabe 3) Fiir alle z € [1,7] und n > 3 gilt sin(£) > 0, cos(£) > 0 und e ™ > 0. Somit wird die
obige Ableitung auf dem offenen Intervall (1, n) nicht Null und die auf einem kompakten

(i) Die Potenzreihe 3 an.v\l..,.w.wn konvergiert genau fiir die z € C mit |z| < ..Hﬂ Intervall gegebene Funktionenfolge f,, muss ihr Maximum in einem der Randpunkte x = 1

n oder x = 7 annehmen. Nehmen wir an, dass r = 1 das Maximum ist:
Zuerst berechnen wir den Konvergenzradius. Setzte a,, = - ..ml , dann gilt einerseits : P

. lim sup
Vienl =3{/ === < 37 S
vl +1

Ebenso erhalten wir unter der Annahme, dass @ = 7 das Maximum ist,

cos(a) |; lim |-225()

nsaal] — g™

|;l:

| I

und andererseits

n 1 1 1 1 lim sup
:_nn_wm,a.hnu=||11um=|ll?uu n — 00). R0 se (1
vnl +n’ V2§ nivi ._.\me...____ﬂU_u __,, “_ ik

Somit ist f, gleichméfig konvergent gegen die konstante Funktion 1.

< Jim |-<2a) |L|:”_
nsoal|] — g—™N

%E
T~

Diese Abschitzung und das EinschlieBungskriterium zeigen, dass {/]a,| — 3 fiir n = oo

und damit limsup,,_, ., 3/|an| = 3. Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist also p = 1. (ii) Da f, nach (i) gleichmiiBig konvergiert und fiir festes n € N die Funktionen f,, integrierbar
sind auf dem Intervall [1, x| folgt, dass wir Integration und Grenzwertbildung vertauschen
Sei nun z € C mit |z| = 5. Dann haben wir kénnen. Wir erhalten also
3vn 1 NG VTt i1 i . o
" = P = <X =piIf=pn3 1 = 1 = - Y=g —
lan2"| = ay |2| g o e o ni"ZI=n aFuun.\“ fn(z)dzx _ :Ewa falz)dz ‘\_ ldzx TT m—1.
Das heifit, in diesem Fall ist die Reihe 3~ n™3 eine konvergente Majorante fiir , a,2".
Es folgt mit dem Majorantenkriterium, dass 3 an2" fiir z € C mit |z| = 3 absolut
konvergiert. Insgesamt konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z| < w Aufgabe 4: Untersuchen Sie ob die Funktion Inz : (0,00) — (0,00) gleichmiiiig stetig ist
. auf
(ii) Die Potenzreihe 3 Hw + uz_iv z*" konvergiert genau fiir die z € C mit |z] < /2. Sei L .
z € C beliebig. Wir wollen das Wurzelkriterium auf die Reihe anwenden. Es gilt i S Tt all dev o (ay o) il w04,
I 1 |® .. 1 : (ii) in ganz (0, 00).
e - ?Ji_v_n_ + glef's (o o)
Hinweis fiir Studenten von Professor Plum: In bezeichnet den natiirlichen Logarithmus log.
Somit konvergiert die Reihe, wenn 1 |z2|* < 1 und divergiert, wenn E 2] > 1. Das heifit
sie _numﬂﬂ.ma_.ﬁ wenn |z| < +/2 und divergiert, wenn |z| > v/2. Der Konvergenzradius ist Losungsvorschlag:
o

(i) Inzx ist in jedem Intervall der Form [a, oc) mit a > 0 gleichmiBig stetig.
Sei nun |z| = V2. Dann gilt

BN
2 m+1)”

Diese Folge rﬂmﬂmnmwm: nicht gegen Null, da 1 + % > 1. Das bedeutet die Reihe |Inz —Iny| = |z — y||In€| = |z Im___W & m i
2 Am - u=_+_v 22" divergiert in diesem Fall,

Beweis. Sei £ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle 8 := za.

_ _: u__...
” I H.H” .. L .. ”-_.I-.T | ”
Au ._um:.._upv ﬁ_h_ )" = ﬁm m:]_.uv m ﬁu+mqh_+ﬁv Umﬁnm;ﬂm_ﬂ&_ahuﬁinu_%H____hm

mit einer geeigneten Zwischenstelle £.

Losungsvorschlapg: (Aufeabe 3
&8 g \Auigebe &) Ohne den Mittelwertsatz kdonnte man filr a < y < 2 wie folgt abschitzen:

Sei fo:[1,7] 2 R; falz) := LIE._D..__HJW..
. r—y |lz—yl 4
N D : r — il g < =
(i) Die Funktion cos : [I,7] = R z — ~ geht fiir n — oo gegen 1. Ebenso konvergiert L e m___ ] : y ~ a < a
die Funktion g(zx) := (1 — e ™) fiir n — co gegen 1 fiir alle z € [1,7]. Somit ist die B
Funktionenfolge f, : [1,7] = R gegeben durch f.(z) := Eqﬂﬁunu.w.. punktweise konvergent

auf [1, 7]. Die Funktionenfolge ist sogar gleichmiBig konvergent denn mit Hilfe der ersten
Ableitung sieht man, dass sie ihr Maximum in ecinem der Punkte £ = 1 oder x = 7
annehmen muss.

(ii) Inz ist nicht auf ganz (0, oo) gleichmiifig stetig.

Beweis. Fiir die Negation der gleichméBigen Stetigkeit ist zu zeigen, dass

ﬁku — sin(2) 1(1 — e7") — cos(Z)ne~>"

1—e ) — (1 — e=n)2 Je>0¥0 > 03z, y>0mit |[r—y|<dund |[lnx—-Iny| >¢
3 4



Sei € := ﬁ imd 4 > 0 beliebig vorgegeben. Wihle x := § und y := m Dann ist sicherlich
|z — y| < & und

T
— —] _—— ....HE. :
|lnz —Iny| = In =73 In2 > ¢

Aufgabe 5: Sei D R und f: D — R eine Funktion.

(i) Geben Sie das Epsilon-Delta Kriterium fiir die Stetigkeit von f in einem Punkt zo € D
all.

(ii) Geben Sie das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit von f in einem Punkt xo € D an.
(iii) Zeigen Sie, dass diese beiden Kriterien dquivalent sind.
Lidsungsvorschlag:
(i) Eine Funktion f: D — R ist stetig in xy € D falls
Ye>03d>0: |flz)— flxg)) <e Yz € Dmit |z — x| < 4.
(ii) Eine Funktion f: D — R ist stetig in xq € D falls fiir jede Folge (zt)ren mit zx € D und

limg_,o zx = 3 folgt

im f(zy) = f(zo).

k—koa

(iii) Beweis. (i) = (ii): Sei (x4 )ren Folge mit 2 € D und limg_,~ T = xp. Per Voraussetzung
existiert zu jedem £ > 0 ein § > 0so dass |f(x)— f(zg)| < ¢ fiir alle r € D mit |z —xp| < 4.

= |flzr) — f(za)| < = fiir fast alle k € N
= __ﬂ_.wwn_._e_g__.__ma__..u — f(zp)] =0.

(1) = (i): (Beweis per Kontraposition) Sei f nicht stetig in zp € D. Dann gibt es ein
g > ( mit

Yo>03ze Dz —xo| <9 : |f(x)— fxa)| = =. (1)
Wihle § = w Dann folgt aus (1) dass eine Folge (zi)i, zi € D, T = T existiert mit

|f(zk) — flzo)| 2 €.

Somit konvergiert f(x;) nicht gegen f(xzo) fiir ¥ = oo. Wir haben also aus —(i) die
Behauptung —(ii) gefolgert. Das heifit es gilt: (ii) = (i). O

Aufgabe 6:
Bestimmen Sie alle x € R, in denen die folgenden Funktionen differenzierbar sind und berechnen

Sie dort deren Ableitung.

(i)
f-R—=R:z—

f-R=2R:z— o

Losungsvorschlag:

(i) Voraussetzung: Seien I := R und f: I — R mit

m.uE.H._ zE ._”|mnu+ﬂ_...

fzl=q 4 z € (0, 00),

g

gegeben.
Behauptung: [ ist differenzierbar auf R\ {0} mit

—e™®Tginz, re€ (—o0,0),

fi(z) = i

—=, r € (0, 0o).

In = = 0 ist f nicht differenzierbar.

Beweis. Auf der offenen Menge (—o0,0) ist f differenzierbar. Mit der Ketteneregel erhilt
man
._m.w.ﬂ..m..u e _.w.ﬂ_n__m_.H. g H' .mm.__.._._._ﬂw — |.m__u._..__.aH sinx

fiir alle z € (—o0,0).
Auf der offenen Menge (0,00) ist f differenzierbar mit f'(z) = —J5.
Fiir = > 0 gilt

1

fiir £ — 0+. Somit ist f in = = 0 nicht stetig und daher in & = 0 auch nicht differenzierbar.
»

(ii) Voraussetzung: Sei I ;=R und f:I — R mit

zeos(L), firz#£0

Fehi=) o fiir z = 0
gegeben.
Behauptung: f ist differenzierbar auf B \ {0} mit
. 1 | -
xr) = cos|— —sin(—) Vax#0.
Fx) .”.__un_HHu+HEHﬁHU z#£0D

In x =0 ist f nicht differenzierbar.



Beweis. Nach den Rechenregel fiir differenzierbare Funktionen, insbesondere die Produkt-

und Kettenregel ist dic gegebene Funktion in B\ {0} differenzierbar und hat dort die
Ableitung
Filz) = nc&.“m.u_ + Wmm_..:“.wuu. .
x x ¥
Wir miissen also nur noch das Verhalten in zy = 0 untersuchen. Der Differenzenquotient
ergibt fiir g = 0: :

f(z) - f(zo) _ xmcos(3) -0 1

T —Ip x—0 - 1

und EE__“.H_MU_ besitzt keinen Grenzwert fiilr £ — 0, denn

1

lim cos(—) = lim cos(h)
x—0 xX h—m0
und cos(h) hat keinen Grenzwert fiir h = oo. O

Aufgabe T:

(i) Sei I C R. Wann heifit eine Funktion f : I = R differenzierbar und wie ist ihre Ablei-
tungsfunktion definiert?

(ii) Seien f,g : R = R Funktionen. Die Funktion f sei stetig in 0 und g sei differenzierbar
in 0 mit g(0) = 0. Zeigen Sie, dass g- f : R = B,z — g(z)f(z) in 0 differenzierbar ist,
und berechnen Sie die Ableitung.

Losungsvorschlag:

(i) Die Funktion f : I — R heiBit __.._En_.mummnarmq (diffbar) auf I oder einfach differenzierbar
falls f in jedem Punkt zp € I diffbar ist. Die hierdurch gegebene Funktion

fo 1= R;zp fzo) = lim L) =I0)

TT9 T — Ty
heifit Ableitungsfunktion oder kurz Ableitung von f.
(ii) Voraussetzung: Seien f,g : R — R Funktionen. Die Funktion f sei stetig in 0 und g sei

 differenzierbar in 0 mit g(0) = 0. Behauptung: Die Funktion ¢ :==g- f : R = R,z —
glx) f(z) ist in 0 differenzierbar mit '(0) = f(0) - ¢'(0).

Beweis. Fiir alle h # 0 gilt

ﬁat__TﬁE-%:_Hsl%u_:su%:;__
h . h h

= 7(n)- 20 _ yy . 2

(h) — g(0)
s

Da f stetig in 0 ist, gilt f(h) — f(0) fiir h — 0, und da ¢ differenzierbar in 0 ist, gilt
b)) _, "(0) fiir h — 0. Damit folgt

..m__.,..q....“. _—.l ._m___ﬁ‘._._u sy .‘.nﬂﬁ_w ..m____.ﬁ.n_“.

L

fiir h — 0, also ist ¢ nach Definition in 0 differenzierbar mit '(0) = £(0) - ¢'(0). O

]
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Aufgabe 1:
Es seien D := (—m,7) x R und A := {(z,y) € D: z = 0}, sowie f: D — R definiert durch

, zy) € A,
(z,y) € A

Bestimmen Sie samtliche (x,y) € D in denen f stetig ist.

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: f ist aufl D stetig.

Beweis: D\ A ist offen und f auf D\ A als Verkettung stetiger Funktionen stetig. Es bleibt die Stetigkeit
in Punkten (0,y) € A zu priifen. Sei dazu (0,y) € A und (zx,y)ken eine Folge in D \ {(0,y)} mit
(zk, ye) —* (0,y) fiir (k = oo). Nach den Regeln von de I'Hospital existiert lim. 4o m.:.un , also ist
fiir (zg, i) ¢ A beschrinkt durch eine Konstante C > 0. Fiir (x4, wx) ¢ A gilt somit

i

213 Yk 2oyl T Ty
< - = < - < — <Clx
0 < |f(zi ye) = f(0,0)] (z3 + yi)sin(zi) | ~ z§ + vi [sin(z)| sin(z )| 24
S
<1
Somit gilt insgesamt fiir alle k € N (Beachte: Ist (zx,ui) € A, so gilt f(ze, y) = 0):
0 < |f{zi,ye) — F(O,0)] < Clax] =0 (k — 00),
d.h. f ist stetig in (0,y). 0

Aufgabe 2:
Die Funktion f: R? — R sei definiert durch

flz,y) = (z% — y*)e" @) fiir alle (z,y) € R%.

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f und entscheiden Sie, ob es sich jeweils um ein lokales Minimum
oder ein lokales Maximum handelt.

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Behauptung: { hat in (0,1) und (0, —1) lokale Minima, sowie in (1,0) und (~1,0) lokale Maxima.

Beweis: f ist zweimal stetig partiell differenzierbar, also gilt f € nu__“ﬁu. R). Die notwendige Bedingung
iir lokale Extrema in (z,y) € R? lautet

o gl e
1o = _ 2 gy 2 —(=xT+y") & H_”H r* +y .,ﬂ .
0L f(z,p) = 221 - 2 +¥7), ~2(1 +2 —17))e o
Dies liefert die stationiren Punkte (0,0), (0,1), (0,-1}, (1,0) und (—1,0).
Fiir (x,y) € R? gilt

- (201 — 522 + o + 22 — 22%y7) 4zy(z* — %) ol 437).
f(z,y) = azy(z? - 1?) —2(1 - 5y* + 2 + 2% — 22%7)

¢ (0,0): Hier gilt H(0,0) = ﬁm 0 v und somit det{H(0,0)) = -4 < 0, d.h. H¢(0,0) ist indefinit.

i D -2
Nach Satz 8.2 hat f in (0,0) also kein lokales Extremum.
| 19 .
e (0,%1): Hier gilt Hy(0,1) = Hf(0,-1) = Am_ mv und somit det(H;(0,1)) = det(Hy(0,-1)) =
S e

wm > 0 und (Hg(0,1))1n = (Hp(0,-1))u = 1, dh. Hg(0,1) und H (0, 1) sind positiv definit.
Nach Satz 8.2 hat f in (0,1) und (0, —1) also ein lokales Minimum.

i .

e (+1,0): Hier gilt H;(1,0) = Hy(-1,0) = A o uv und somit det(H(1,0)) = det(H(-1,0)) =
Wm > 0 und .H.E.HA”_._QU..."._._. = ﬁh.m.._qﬁ|muﬁ;u._.w = I.MI._. d.h. ..T...Hﬁ_.___”-..u und ._m..ﬁ.._q.ﬁlru_._ﬂv sind H-ﬁ.,_m_w:__.__. definit.
Nach Satz 8.2 hat f in (1,0) und (—1,0) also ¢in lokales Maximum.

O

Aufgabe 3:
(i) Es seien n € N und D C R" offen, D # 0. Formulieren Sie fiir f: D — R den Satz von Taylor.

(ii) Es sei f: (—1,00) x R* = R, flx,y,2z) = zsin(yv'r + 1). Berechnen Sie das Taylorpolynom 2.
Ordnung im Nullpunkt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) Der Satz von Taylor besagt: o
Seike M, fe C**Y(D,R), o € D, h € R" und S[xg, To+h] € D. Dann existiert ein § € S|zg, zo+h]

mit:
k . k41
_x— (A= VY flzo) , (h-V)*T [(£)
:§+E1.M= i e
h.”
(ii) Behauptung: Es gilt Ta((x, ¥, 2);(0,0,0)) = yz.
Beweis: Da alle Komponentenfunktionen von f mehrfach stetig partiell differenzierbar auf D sind
gilt f € C%(D,R). Fiir (z,y,z) € D erhalten wir
yz cos(yv'z + 1)

felz, w, z) = u.i...ﬂlﬂ ]
fulz p,2) = 2T + 1 cos(yvT + 1),
fo(z,y,z) = sin(yVz + 1),
yzeos(yvx + 1)  yizsin(yyz +1)

‘w.HH‘_,HL__:NwHI ﬂ_“Hu_.:m A(z +1) 1
....HH__._HHL___HU_. = NHHMM_W..%M. ) - EHEM i : = .....H_.H_.._H_ m._..hu_.
yeos(yvz +1)

%HLH‘ u, H“. - m,_.____mnn_r|H = fexlz, 0 2),
Syylz, y, 2) = —z(z + 1) sin(yvz + 1),

.ﬂﬂu‘”Hu Iy w.._ =vz+1 _..H_m...w:.__ r41)= .w.uw__._qum_: hJ..“_;
fexlz,y,2) =0

Damit erhilt man

Ty((2,9,2):(0,0,0)) = £(0,0,0) + £/(0,0,0) (2,4, 2) + 5 (@4, 2)(Hy (0,0,0) (a3, )"

1 0 0 0
H:._..__”F_D.E._”H,,...H__.,wu.+.m.ﬂH,w:wu. 0 0

x
1 ¥ =z
01 0 z



Aufgabe 4:
Es seien D := R x (— %, §) und f: D — R? definiert durch

flx,y) = (xtan(y) + sin(rz), z° + ™).

Zeigen Sie, dass es eine offene Umgebung von (2,0) gibt, die durch f bijektiv auf eine offene Umgebung
von (0,1) abgebildet wird. Berechnen Sie auferdem die Ableitung der Umkehrfunktion von f im Punkt
(0,1).

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Behauptung: Es gibt eine offene Umgebung von (2,0), die durch f bijektiv auf eine offene Umgebung von
(0, 1) abgebildet wird.

Beweis: Da alle Komponentenfunktionen von f stetig partiell differenzierbar sind, gilt f € C'( D, R?) mit

, tan(y) + mcos(wy) (1 + tan®(y))
Fizy) = ﬁ y? + ye®V 2ry + re™? w

T 2
0 2
0.1 existieren offene Umgebungen U von (2,0), baw. V von (0, 1), sodass f|;; bijektiv ist. O

fir alle (x,y) € D und somit f'(2,0) = ﬁ v. d.h. es gilt det f'(2,0) = 2x # 0. Nach dem Umkehrsatz

Behauptung: Es gilt :_m_u:”F 1) = 3; ﬁw lﬂmv

Beweis: Der Umkehrsatz liefert die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion und die Ableitung im Punkt
(0,1) lautet

15 (0,1) = (F(2,0)" = o ﬂ |J |

9 m

Aufgabe 5:
Es seien D := [-1,1]* und f: D — R? definiert durch

1 sin(x) + cos?(y)
flz.y) = 3 AHEHTL + mE_””____U.u ’

(i) Zeigen Sie, dass [ auf D eine Kontraktion beziiglich der euklidischen Norm ist.

(ii) Beweisen Sie, dass f genau einen Fixpunkt in D besitzt,

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Behauptung: f ist eine Kontraktion beziiglich der euklidischen Norm.

Beweis: Nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz erhalten wir fiir z, 2 € [~1, 1] die Abschéitzungen

| sin(z) — sin(Z)] = | cos(&z,:)l|z — 2| < |2 — 2],

| cos?(2) — cos?(2)] = | — 2sin(€s z) cos(Es o)l — 2| = | — sin(2: )llz — 2| < |z — 2.
Damit erhalten wir fur (x,y), (z,y) € D:
I£@,9) ~ 1(& I = 5 [(6in(z) + cos*(y) - sin(&) ~ cos?(7)* + (cos?(z) + sin(y) — cos’(£) ~ sin(3))’]
< 5 [z =2 + ly— 9 + (=~ & + ly — §1)°
< 2VaVie—aP - 9P) < gl@y) - @I,
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Konstante L := m < 1 und daher eine Kontraktion. W

Behauptung: f besitzt genau einen Fixpunkt in D.

Beweis: D ist per Definition abgeschlossen. Auerdem gilt fir (z,y) € D:

I..
fi(ay) = 3 (sin(e) + cost(@) € [-3. 31 € [-1,1],
| . 27 -~
fa(@,y) = 3lcos’(z) +sin(y)) € [-3.3]c[-1,1},
d.h. es gilt f(D) C D, Aukerdem ist f nach Teil (i) eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz existiert somit ein eindeutiger Fixpunkt (z*,y") € D mit f (z*,.9")= (z*,v"). O
Aufgabe 6:

Es scien n € N und v: [0,1] = R" ein stetig differenzierbarer Weg mit +(0) = ~(1).
(i) Zeigen Sie, dass fiir jedes v € R™ gilt:
.\. v-dr = 0.
2

(ii) Weiter sei f: R" — R" Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante M = 0. Beweisen Sie:

TE-&

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(i) Behauptung: Fiir jedes v € R" gilt [ v-dz =0.

< L{y)M sup {|lv(t)ll: t € [0,1]}.

Beweis: Nach Definition des Wegintegrals gilt

Tl

n n 1
he-hﬂﬂm.\wephﬁﬂmﬂ:\c ﬂ__wu&HMum..._“dL:lﬂﬁ__H:H_.,__.

i=]1

O
(ii) Behauptung: Es gilt .__..h_ flx) .u__.H_ < L(v)M sup {||7(t)]|: ¢t € [0,1]}.
Beweis: Da f{0) € R"™ gilt ._.4 F(0) - _E“ = 0 nach Teil (i). Damit erhilt man
1
[1@-de| = | [ U@ - @) -as| < [ 11600 - @) -+ 0]
¥ 1 0
I 1
< \ 1F((0) = FON I (Ol dt < M \ Il ()1 d
1 e — 0
< M |[y(£)—0]
1
< Msup{Ir(®)]: t € [0,1]} \H. (@)l de.
_, L) :
a

Aufgabe T:
Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems

y" — 3y’ + 2y = 200cos(2z), y(0) =2, ¥(0)=-1.

Lisungsvorschlag zu Aufgabe T:
Behauptung: Die Lisung des Anfangswertproblems ist gegeben durch

y(z) = e + 2e** — cos(2z) — 3sin(2z) (z € R).



Beweis: Das charakteristische Polynom der zugehérigen homogenen Differentialgleichung lautet A —-3M+
2= (A - 1)(X — 2). Damit ist
yulz) = Ae® + Be™ (A, BeR)

die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung. Um nun eine spezielle Losung der inhomoge-
nen Gleichung zu finden, verwendet man den Ansatz y,(z) = a cos(2zx) 4 bsin(2r) mit a,b € R. Einsetzen

in die Differentialgleichung liefert
(6a — 2b) sin(2z) — (2a + 6b) cos(2x) = 20 cos(2z).

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man schlicBlich die gesuchten Konstanten a = —1 und b = —3. Die
allgemeine Lisung der Differentialgleichung lautet schlieklich

y(z) = yn(x) + yp(z) = Ae® + Be®™ — cos(2z) — 3sin(2x) (re R, A,BeR).
Einsetzen der Anfangswerte ergibt A = 1 und B = 2 und somit

y(z) = e + 2e** — cos(2z) — 3sin{2z) (z € R).
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Aufgabe 1:
Es seien (X, A, u) ein Makraum und (A )ren eine Folge in A. Zeigen Sie, dass fiir n € N gilt:

M:EL < AC ._:g + M ul Ag 11 A).
k=1 k=1

1<k<i<n

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Mn#nmﬁnﬁﬁmﬂ Fiir alle n € N gilt M“h_ plAe) = p _“CHH. Ax) + Mpmwﬂﬂ: p(Ax N A;).

Beweis: Die Aussage kann mittels Vollstindiger Induktion bewiesen werden.
1A: Fiir n = 1 gilt p(A;) = p(A;) und fiir n = 2 ist aus der Vorlesung bekannt, dass

p(A; U Ag) + p( Ay N Ag) = plAy) + p(Az)

gilt.
IV: Fiir ein festes, aber beliebiges n € M gelte bereits

M_EE_L < W A_(_ h»v u( A N A;).

1€k<itn

IS (1 ~ n +1): Mit der o-Subadditivitat erhilt man

i1
3w - %:_:MtEQ?.:Aci S uAnd)

1 1<k<i<n

= ﬁ =+HCCva+tﬁh:+_3Chwu+ MU p(Ag N A;)

‘(U
(L

=+HE_{._..fw +hAcﬂhrjh=+_& M p(Ag 1N A;)

1<k<i<n

I.-"'-.

v + Mtﬁbw NAns1)+ ) (AN A)

u 1<k<1<n

v M p( Ax N A;).

1<k<i<ntl

._..-|

?I

U

Aufgabe 2:

(i) Berechnen Sie
L n3

i e dT.

(ii) Es seien d € N, X € By, X # 0 und f € L'(X). Zeigen Sie:

lim \ m:_:;i:_”i%n.\}mEE._E: (z) dz.
X A

T —H O 1+ _.HH_H._“......T

Lasungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i) mm..nnﬁm.__...ﬂﬂm. Es gilt lim,, o .‘.H+=

dmh|_

Beweis: Zu n € N definiert man f,,: R = R, fu(z) := |_|-=+ 14n)- Dann gilt fiir alle n € N

u.I+|u.
7! e o)
.ﬁ...__”Hu = _H+ Jd4n] = a3 __=+: :.__.HL._.___“.::”__ n+1
fiir alle r € R, sowie
1 1
falz) = ﬂ-:t 14n] 7 —31(1,00) (n = co).

Mit dem Satz von Beppo-Levi folgt
141 q.n_....." oo
lim = |im .\.._?__.H._“_n.,.._. -\ lim f,(x) H.\»
1

=00 144 un_:_‘.z.,Hu " m—oo

bt | =

(i) Behauptung: Es gilt limp oo [y ToLf dz = [, sin(f-)f- d=z

1 <pg®

Beweis: Zu n € M definiert man f,,: R = R, fu(z) := ﬁmmwﬁmﬁ Dann gilt
jsin(f)f]

T < n()f1=

|fnl =

g ist wegen |g| < |f| eine integrierbare Majorante. Weiter gilt

o f(z) > 0: folz) = 22D 5 0 (n = o).
o f(x)=0: fulz)=0.
o f(z) <0: folz) = 2L — sin(f(x))f(x) (n —+ o0).

Insgesamt ergibt sich somit f, — sin(f_)f_ fiir n — oo. Nach dem Satz von Lebesgue erhilt man
somit

R 0. T . | fn(@)dz = [ lim falz) dz = .\a sin(f_(z))f-(z)d

T1—F O _ + _m..ﬂ. " n—oo x nehoo

Aufgabe 3: |
Zeigen Sie, dass K := {z € R%: |z| < 1} messbar (d.h. K € Bg) ist und berechnen Sie A;(K). Dabei
bezeichnet | - | die euklidische Norm.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass A\y({x € R*: |z]| < r}) = 1#%r" gilt.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Behauptung: K ist messbar und es gilt As(K) = f7°.




Beweis: K ist als abgeschlossene Menge messbar. Weiter gilt fiir x5 € R:
Kiy = {(21,22,%3,74) € R : 2§ + 23 + 23 +25 < 1—z5}),

also ist K, = 0 fiir |z5| > 1. Mit dem Hinweis folgt MKz ) = wﬂm___._ —x2)? fiir |z5] < 1 und MKz} =0
fiir |xs] = 1. Mit dem Prinzip von Cavalieri erhilt man

1 : e ¥ LY 8B
Ml = NEEL&W - m%\ (1 - x3)* dzs = n° Tu - 3%+ wa& Tk
=1 0

Aufgabe 4:
(i) Es sei A das Dreieck mit den Eckpunkten (1,0), (1,1), (0, 1). Berechnen Sie das Integral

[ costet)a -z

(i) Es seien B := {{r,y,z) eR*: 0 < z < {/z* + 3*} und
f: BaR, f(z,9.2)= e~ lE+) 5

Ist f auf B integrierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort und bestimmen Sie gegebenenfalls
v__._m_ flz,y, z)d(z,y, N“_.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass .__.GE e~ T dr = wmlﬂ gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4: )

(i) Behauptung: Es gilt [, cos(z?)(1 - y)?d(z,y) = Z2.
Beweis: Es gilt A = {(z,y) € R®:0<zx <1, 1—x < y<1}. Da A kompakt ist und f: A= R,
flz,y) := cos(z*)(1 — y)? stetig ist, ist [ integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt somit

1 gl 1 7} o b
.\ cos(z*)(1 — y)*d(x,y) = .\' .\ cos(x?)(1 — y) dydr = — - .\' cos{z") TH - E.; dx
A o J1—= 3 i 1-zx
il % 4 _ET aen g HI sin(1)
= w.\v_“. z° cos(z') dxr = 13 sin(x ”_r ———

(ii) Behauptung: f ist auf B integrierbar mit [ f(z,y, z)d(z,y,2) = %

Beweis: Zuniichst ist f nicht-negativ auf B und als stetige Funktion insbesondere messbar. Mittels
der stetig differenzierbaren Transformation (Zylinderkoordinaten)

¢: [0,00) x [0,27] % [0,00) =, (1,4, 2) = (rcos(ip), 7sin(p), 2)

erhialt man

B = {{rcos(yp), rsin(p),2): 0<r<oo, 0<p<2m, 02 < T

Definiert man I := {(r,,2): 0 <r < 00, 0 < ¢ < 27, 0 < z < /r} (dann gilt $(I) = B) so liefert
der Transformationssatz zusammen mit dem Satz von Fubini

\ f(z,3,2)d(z, 9, 2) = \ (olr, 0, 2))| det &' (r, 0, 2)] d(r, 2, 2)
B i)

o an AT n o 51 VT
H.\. ‘\ re " mannﬁnﬂﬂmﬂ.\ e ﬁwlmp‘ dr
i il (1] (1] 2 L]

o 1 B [
4__.-\ e dr=xl Bm ﬁl - e ..u_ + = __wl..u dr

- 3
.\. e dr = H|_
0 4

I
ra| =

wobei aus der Vorlesung bekannt ist, dass [~ e r dr = % gilt. Damit ist f auf B insbesondere

integrierbar. ]

Aufgabe 5:
Es seien B := {(z,y) € R®: z? +y* < 1} und H = (} o). Ferner umlaufe der Weg v den Rand der
Menge B einmal in positiver Richtung.

Zeigen Sie, dass fir u € C'(R*,R) und v € C(R?,R) gilt:

m.m _wu
.\h'm: ﬁ% m%g EH_E+.\h.m_“ﬂ__5.__,._ﬂuu_n__.,u,i_H‘\,q___ﬂt__:ﬂu”_u.ﬁﬂ.i.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 5:
Behauptung: Fiir u € C'{R*,R) und v € C*(R?, R) gilt:

[ @w + wwu dz,) = [ (Vo) (Vo) dia,y) - \ E_ﬂﬁqé,%,a,

Beweis: Definiert man f: RZ — R? durch f(z,3) == uVv = (udl, :ﬁu, so gilt f € C'(R?, R?). Mit dem
Satz von Gaub erhilt man somit

i v du v v Oudv v
.\m_ ﬁ_”___._.l____ﬁu_ (Vv)+u AWH]M + %vv diz,y) = ‘\m ﬁ%ﬂ + ﬂ.% + m_lm___..wlm___ +ﬁ%v diz,y)
= .\Ma??ﬂ_i&ﬁi H.\..mn_? fdiz,y) H.N,,_”b dy — fa dx) H\%ﬁﬁﬂ mwl=¢|w dx

n \h A::Wﬁv .&H.E n.\h__,m__nnqa:.a_ﬂﬁi.

Aufgabe 6:
Esseien d € N, X € By, X # 8,1 < p < ¢ < cound f € £P(X)n £9(X). Zeigen Sie:
Ist & € (0,1) und r := fp + (1 — f)g, so gilt: f € L7(X) und

]

[ @ (/ _:a_iﬂv@ﬁ /. _z.,%%u_- .

Lisungsvorschlag zu Aufgabe 6:
Behauptung: Fiir alle # € (0, 1) gilt

[ 1@t < A 1 _:a_,&% (/. E.,,,u._q&v

Beweis: Fiir A= 1 und X = 115 gilt § + & = 8 + (1 - 8) = 1. Die Holderungleichung liefert somit

1-8

[ @i as= [ @@l < ([ @i i* (f ware-om a) ¥
- ﬁ /. :E_“,%v_ ﬁ h _:H_,_qiz_ |
Damit erhalten wir inshesondere f € L7(X). =



Aufgabe T:
Es seien p € [1,00], @ € K und

.w.ﬁ” Rr* ,__, ,Tu_. - K, .w..:_”H, E_u. i HH_H..HEH.H__HH. m____;__...u-
Bestimmen Sie simtliche a € R fiir die f, € £P(R?\ {0}) gilt. Dabei bezeichnet | - | die euklidische Norm.
Lasungsvorschlag zu Aufgabe 7:

Behauptung: Es gilt f, € £(R*\ {0}) fiir alle o € R. Fiir a = 0 ist f, in keinem LP(R?\ {0}) enthalten
und fiir o < 0 gilt

f. € LPAREN{0}) © p> |w-

Beweis: e Im Fall p = oo gilt fiir alle a € R:
o
|falloe = sup{lfa(z,¥)l: (z,y) € R*\ {0}} < 5 < oo,

d.h. es gilt f, € £°(R?\ {0}) fiir alle @ € R.

e Seinun 1 < p < 0. f, ist nicht-negativ und als stetige Funktion messbar. Mittels Polarkoordinaten
erhiilt man unter Verwendung des Transformationssatzes und des Satzes von Tonelli:

op  pldn =]
.\ |falz,w)|" d(z,y) = ‘\ .\ rarctan(r® ¥ dpdr = muq.\ r arctan(r®)? dr.
R¥ {0} 0 0 0

Weiter gilt
' v [’ 1 /myP
P bk = = [ — 1
.\nwﬁﬁﬂn_‘ﬁu_ &.mmmv \.,u__.%_.. uﬁmw < 00

Sei nun zunichst a > 0. Dann gilt r* > 1 fiir alle r > 1 und somit

L ™ Ly =)
.\H. rarctan(r® )" dr = AMU -\h. rdr = oo,

d.h. f, liegt in keinem £P(R?\ {0}) falls o = 0.
Sei nun o < 0. Dann gilt »* — 0 fiir » — oo. Nach den Regeln von de 1'Hospital gilt aukerdem
limge_4n arctan(z) _ ) Daher existiert ein h > 0 mit

x

arctan(x) E 3

.Wm = <3 firalleD<z<h

und somit gilt wh < arctan(x) < WH fiir alle 0 < x < h. Damit gilt

2

o e ]
.\\ rarctan(r® ) dr < o0 & n\. rPHl drc o0 & aptl< -1 & HU.IHH
u “_

d.h. f. € LP(R?\ {0}) genau dann, wenn p > —2 (und a < 0) gilt.

ol



