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Satz E.5 (Parallelogrammregel): Sind A, B , C und D viernihtkollineare Punkte und sind die Geraden AB und CD sowie undzueinander parallel, dann gilt |AB| = |CD| sowie |AD| = |BC |.
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Äquivalente Aussagen zum ParallelenaxiomSaheris Bemühungen sheiterten an der Konstruktion eines Rehtekes.Grund: Die Existenz von Rehteken setzt das Parallelenaxiom voraus.Bekannt: Aus der Hypothese des rehten Winkels folgt das Parallelenaxiom.Ziel: Minimales Axiomensystem.Auf der Grundlage der Axiome und Sätze der absoluten Geometrie sindfolgende Aussagen äquivalent:1 Zu jeder Geraden g und zu jedem niht auf g liegenden Punkt A gibtes höhstens eine Gerade, die durh A verläuft und zu g parallel ist(euklidishes Parallelenaxiom).2 Es gilt der Stufenwinkelsatz bzw. der Wehselwinkelsatz.3 In jedem Dreiek beträgt die Innenwinkelsumme 180◦.
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Äquivalente Aussagen zum ParallelenaxiomSaheris Bemühungen sheiterten an der Konstruktion eines Rehtekes.Grund: Die Existenz von Rehteken setzt das Parallelenaxiom voraus.Bekannt: Aus der Hypothese des rehten Winkels folgt das Parallelenaxiom.Ziel: Minimales Axiomensystem.Auf der Grundlage der Axiome und Sätze der absoluten Geometrie sindfolgende Aussagen äquivalent:1 Zu jeder Geraden g und zu jedem niht auf g liegenden Punkt A gibtes höhstens eine Gerade, die durh A verläuft und zu g parallel ist(euklidishes Parallelenaxiom).2 Es gilt der Stufenwinkelsatz bzw. der Wehselwinkelsatz.3 In jedem Dreiek beträgt die Innenwinkelsumme 180◦.4 In (mindestens) einem Saherishen Vierek gilt die Hypothese vomrehten Winkel.5 Abstandslinien sind Geraden.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 11 / 33



Das Axiomensystem der Hyperbolishen Geometrie
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Das Axiomensystem der Hyperbolishen GeometrieI. InzidenzaxiomeII. AbstandsaxiomeIII. AnordnungsaxiomeIV. Bewegungsaxiom
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Das Axiomensystem der Hyperbolishen GeometrieI. InzidenzaxiomeII. AbstandsaxiomeIII. AnordnungsaxiomeIV. BewegungsaxiomV.a Lobatshewskishes Parallelenaxiom:Es existiert eine Gerade g und ein niht auf g liegenden Punkt P , durhden mindestens zwei Geraden verlaufen, die zu g parallel sind.
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Das Axiomensystem der Hyperbolishen GeometrieI. InzidenzaxiomeII. AbstandsaxiomeIII. AnordnungsaxiomeIV. BewegungsaxiomV.a Lobatshewskishes Parallelenaxiom:Es existiert eine Gerade g und ein niht auf g liegenden Punkt P , durhden mindestens zwei Geraden verlaufen, die zu g parallel sind.Mittels der Axiome der absoluten Geometrie folgt:
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Das Axiomensystem der Hyperbolishen GeometrieI. InzidenzaxiomeII. AbstandsaxiomeIII. AnordnungsaxiomeIV. BewegungsaxiomV.a Lobatshewskishes Parallelenaxiom:Es existiert eine Gerade g und ein niht auf g liegenden Punkt P , durhden mindestens zwei Geraden verlaufen, die zu g parallel sind.Mittels der Axiome der absoluten Geometrie folgt:V.b Lobatshewskishes Parallelenaxiom (verallgemeinerte Fassung): Esexistieren zu jeder Geraden g und zu jedem niht auf g liegenden Punkt Pmindestens zwei Geraden, die durh P verlaufen und zu g parallel sind.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 12 / 33



Erste Sätze und FolgerungenUntershiede zur Euklidishen GeometrieSatz 1: Zu jeder Geraden g und zu jedem niht auf g liegenden Punkt Pexistieren unendlih viele Geraden, die durh P verlaufen und g nihtshneiden.
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Erste Sätze und FolgerungenUntershiede zur Euklidishen GeometrieSatz 1: Zu jeder Geraden g und zu jedem niht auf g liegenden Punkt Pexistieren unendlih viele Geraden, die durh P verlaufen und g nihtshneiden.
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Satz 2 (Innenwinkelsatz der hyperbolishen Geometrie): In jedemDreiek ist die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Rehte.
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Satz 2 (Innenwinkelsatz der hyperbolishen Geometrie): In jedemDreiek ist die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Rehte.Satz 3: Die Winkelsumme eines jeden Viereks ist kleiner als 360◦.
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Satz 2 (Innenwinkelsatz der hyperbolishen Geometrie): In jedemDreiek ist die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Rehte.Satz 3: Die Winkelsumme eines jeden Viereks ist kleiner als 360◦.Satz 4: In der hyperbolishen Geometrie gilt in jedem Saheri-Vierek dieHypothese vom spitzen Winkel.
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Satz 2 (Innenwinkelsatz der hyperbolishen Geometrie): In jedemDreiek ist die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Rehte.Satz 3: Die Winkelsumme eines jeden Viereks ist kleiner als 360◦.Satz 4: In der hyperbolishen Geometrie gilt in jedem Saheri-Vierek dieHypothese vom spitzen Winkel.Satz 5: In der hyperbolishen Geometrie existieren keine Rehteke.
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Das Cayley-Klein Modell
P g
b
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Das Cayley-Klein Modell
P g
b

Nahteile des Modells:
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Das Cayley-Klein Modell
P g
b

Nahteile des Modells:Abstands- und Winkelmessung niht wie in der euklidishen Ebene möglih.
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Das Cayley-Klein Modell
P g
b

Nahteile des Modells:Abstands- und Winkelmessung niht wie in der euklidishen Ebene möglih.Die Abstandsfunktion im Modell ist radialsymmetrish zum Mittelpunkt desKreises und Punkte des Kreisrandes haben einen unendlih weiten Abstand.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 15 / 33



Das Cayley-Klein Modell
P g
b

Nahteile des Modells:Abstands- und Winkelmessung niht wie in der euklidishen Ebene möglih.Die Abstandsfunktion im Modell ist radialsymmetrish zum Mittelpunkt desKreises und Punkte des Kreisrandes haben einen unendlih weiten Abstand.Durh diesen Abstandsbegri� wird niht nur die Abstandsmessung geändertsondern auh die Winkelmessung.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 15 / 33



Das Poinaré Modell
uWU VMx g1 g2
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Das Poinaré Modell
uWU VMx g1 g2De�nition 1: Es sei eine beliebige euklidishe Ebene ǫ und in dieser Ebeneeine Gerade u gegeben
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Das Poinaré Modell
uWU VMx g1 g2De�nition 1: Es sei eine beliebige euklidishe Ebene ǫ und in dieser Ebeneeine Gerade u gegebena) Nihteuklidishe Ebene H ist eine der beiden o�enen Halbebenen von ǫbezüglih u.
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Das Poinaré Modell
uWU VMx g1 g2De�nition 1: Es sei eine beliebige euklidishe Ebene ǫ und in dieser Ebeneeine Gerade u gegebena) Nihteuklidishe Ebene H ist eine der beiden o�enen Halbebenen von ǫbezüglih u.b) Nihteuklidishe Punkte sind alle euklidishen Punkte der o�enenHalbebene.
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Das Poinaré Modell
uWU VMx g1 g2De�nition 1: Es sei eine beliebige euklidishe Ebene ǫ und in dieser Ebeneeine Gerade u gegebena) Nihteuklidishe Ebene H ist eine der beiden o�enen Halbebenen von ǫbezüglih u.b) Nihteuklidishe Punkte sind alle euklidishen Punkte der o�enenHalbebene.) Nihteuklidishe Geraden sind alle vollständig in H liegenden o�enenHalbkreise, deren Mittelpunkte der (euklidishen) Geraden u angehören,und alle in H liegenden o�enen Halbgeraden, deren Anfangspunkte uangehören.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 16 / 33



I. Inzidenzaxiome
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander vershiedenen Punkten gibt es genaueine Gerade, welhe diese beiden Punkte enthält.
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander vershiedenen Punkten gibt es genaueine Gerade, welhe diese beiden Punkte enthält.I/3 Jede Gerade enthält mindestens einen Punkt.
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander vershiedenen Punkten gibt es genaueine Gerade, welhe diese beiden Punkte enthält.I/3 Jede Gerade enthält mindestens einen Punkt.I/4 Es existieren (mindestens) drei Punkte, die niht einer Geradenangehören.
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander vershiedenen Punkten gibt es genaueine Gerade, welhe diese beiden Punkte enthält.I/3 Jede Gerade enthält mindestens einen Punkt.I/4 Es existieren (mindestens) drei Punkte, die niht einer Geradenangehören.Die Gültigkeit von I/1, I/3 und I/4 ist unmittelbar einzusehen, wohingegenI/2 näherer Betrahtung bedarf.
b ABxx uMxA B
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II. Abstandsaxiome
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II. AbstandsaxiomeII/1 Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine nihtnegative reelleZahl d mit d = 0 ⇔ A = B . (Diese Zahl wird als Abstand |AB|N derPunkte A und B bezeihnet.)
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II. AbstandsaxiomeII/1 Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine nihtnegative reelleZahl d mit d = 0 ⇔ A = B . (Diese Zahl wird als Abstand |AB|N derPunkte A und B bezeihnet.)II/2 Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .
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II. AbstandsaxiomeII/1 Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine nihtnegative reelleZahl d mit d = 0 ⇔ A = B . (Diese Zahl wird als Abstand |AB|N derPunkte A und B bezeihnet.)II/2 Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .II/3 Für drei beliebige Punkte A, B und C gilt
|AB|N + |BC |N ≥ |AC |N .Falls A, B und C auf einer Geraden liegen, so gilt eine der drei Gleihungen
|AB|N + |BC |N = |AC |N ,
|AC |N + |CB|N = |AB|N ,
|BA|N + |AC |N = |BC |N ,ist umgekehrt eine dieser drei Gleihungen erfüllt, so liegen A, B und C aufeiner Geraden.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 18 / 33



De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Rihtung ausgezeihnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezeihnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |

|BV | .
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De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Rihtung ausgezeihnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezeihnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |

|BV | .Eigenshaften des Doppelverhältnisses:1 Falls vier Punkte A, B , U und V paarweise voneinander vershiedensind und jeder der Punkte A und B zwishen den Punkten U und Vliegt, so gilt (A,B,U,V ) > 0.
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De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Rihtung ausgezeihnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezeihnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |

|BV | .Eigenshaften des Doppelverhältnisses:1 Falls vier Punkte A, B , U und V paarweise voneinander vershiedensind und jeder der Punkte A und B zwishen den Punkten U und Vliegt, so gilt (A,B,U,V ) > 0.2 Für vier beliebige (kollineare) Punkte A, B , U und V gilt:
(A,B,U,V ) = 1
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De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Rihtung ausgezeihnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezeihnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |

|BV | .Eigenshaften des Doppelverhältnisses:1 Falls vier Punkte A, B , U und V paarweise voneinander vershiedensind und jeder der Punkte A und B zwishen den Punkten U und Vliegt, so gilt (A,B,U,V ) > 0.2 Für vier beliebige (kollineare) Punkte A, B , U und V gilt:
(A,B,U,V ) = 1

(B,A,U,V ) .3 Für fünf beliebige (kollineare) Punkte A, B , C , U und V gilt
(A,C ,U,V ) = (A,B,U,V ) · (B,C ,U,V ).Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 19 / 33



De�nition 3: Es seien A und B zwei N-Punkte, die auf einer N-Geradenvom Typ 1 mit den uneigentlihen Punkten U und V liegen sowie A′ undB ′ die Fuÿpunkte der Lote von A bzw. B auf u. Weiterhin seien C und Dzwei Punkte, die auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlihenPunkt W ∈ u liegen.Als nihteuklidishen (N-)Abstand der Punkte A und B sowie der Punkte Cund D bezeihnen wir
|AB|N := 12 |ln ((A′,B ′,U,V )) |bzw.
|CD|N :=

∣

∣

∣
ln (

|DW |
|CW |

)
∣

∣

∣

CDWxx uU V
A
A′

B
B ′Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 20 / 33



Folgerung: Falls ein kartesishes Koordinatensystem gegeben ist, dessenx-Ahse auf der Randgeraden u der nihteuklidishen Ebene H liegt und A,B , C , D, U und V Punkte wie in Def. 2 beshrieben sowie (xA, yA),
(xB , yB), (xC , yC ), (xD , yD), (xU , 0) und (xV , 0) die Koordinaten dieserPunkte sind, so gilt
|AB|N := 12 ∣

∣

∣
ln (

(xU−xA)(xV−xB)
(xU−xB)(xV−xA)

)
∣

∣

∣
sowie |CD|N :=

∣

∣

∣
ln (

|yD |
|yC |)∣

∣

∣
.
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Folgerung: Falls ein kartesishes Koordinatensystem gegeben ist, dessenx-Ahse auf der Randgeraden u der nihteuklidishen Ebene H liegt und A,B , C , D, U und V Punkte wie in Def. 2 beshrieben sowie (xA, yA),
(xB , yB), (xC , yC ), (xD , yD), (xU , 0) und (xV , 0) die Koordinaten dieserPunkte sind, so gilt
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∣

∣

∣
ln (

|yD |
|yC |)∣

∣

∣
.Nahweis von II/1:�⇐� Aus A = B bzw. C = D folgt d = 0:Die Punkte A und B bzw. C und D seien identish dann folgt aus derDe�nition des Doppelverhältnisses, dass (A′,B ′,U,V ) = 1 bzw. |CW |

|DW | = 1.Aus ln(1) = 0 folgt: |AB|N = 0 sowie |CD|N = 0.
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.Nahweis von II/1:�⇐� Aus A = B bzw. C = D folgt d = 0:Die Punkte A und B bzw. C und D seien identish dann folgt aus derDe�nition des Doppelverhältnisses, dass (A′,B ′,U,V ) = 1 bzw. |CW |

|DW | = 1.Aus ln(1) = 0 folgt: |AB|N = 0 sowie |CD|N = 0.�⇒� Aus d = 0 folgt A = B bzw. C = D.Sei |AB|N = 0 bzw. |CD|N = 0, so muss (A′,B ′,U,V ) = 1 bzw. |CW |
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Nahweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .
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Nahweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .N-Gerade Typ 1:
|BA|N = |ln((B′

,A′
,U,V ))|2 =

|ln 1
(A′,B′

,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
,U,V ))|2 = |AB|N
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Nahweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .N-Gerade Typ 1:
|BA|N = |ln((B′

,A′
,U,V ))|2 =

|ln 1
(A′,B′

,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
,U,V ))|2 = |AB|NN-Gerade Typ 2: |DC |N =

∣

∣

∣
ln (

|CW |
|DW |

)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
−ln (

|DW |
|CW |

)
∣

∣

∣
= |CD|N
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Nahweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .N-Gerade Typ 1:
|BA|N = |ln((B′

,A′
,U,V ))|2 =

|ln 1
(A′,B′

,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
,U,V ))|2 = |AB|NN-Gerade Typ 2: |DC |N =
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∣
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=
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∣
−ln (

|DW |
|CW |

)
∣

∣

∣
= |CD|NNahweis von II/3:Behauptung: Für drei kollineare Punkte A, B , C , wobei der Punkt Bzwishen A und C liegen soll, gilt die Gleihung |AB|N + |BC |N = |AC |N .
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Nahweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .N-Gerade Typ 1:
|BA|N = |ln((B′

,A′
,U,V ))|2 =

|ln 1
(A′,B′

,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
,U,V ))|2 = |AB|NN-Gerade Typ 2: |DC |N =

∣

∣

∣
ln (

|CW |
|DW |

)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
−ln (

|DW |
|CW |

)
∣

∣

∣
= |CD|NNahweis von II/3:Behauptung: Für drei kollineare Punkte A, B , C , wobei der Punkt Bzwishen A und C liegen soll, gilt die Gleihung |AB|N + |BC |N = |AC |N .1. Fall: Die Punkte A, B und C liegen auf einer N-Geraden vom Typ 1 (mitden uneigentlihen Punkten U und V ). Aus der Lage der drei Punkte folgt,dass der Lotfuÿpunkt B ′ von B zwishen A′ und C ′ liegen muss.

|AB|N + |BC |N = 12 |ln((A′,B ′,U,V ))| + 12 |ln((B ′,C ′,U,V ))|
= 12 (|ln(A′,B ′,U,V )| + ln(B ′,C ′,U,V ))
= 12 (|ln [(A′,B ′,U,V ) · (B ′,C ′,U,V )] |)
= 12 |ln((A′,C ′,U,V ))| = |AC |NMarkus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 22 / 33



2. Fall: Die Punkte A, B und C liegen auf einer N-Geraden vom Typ 2 (mitdem uneigentlihen Punkten W ).
|AB|N + |BC |N = |ln( |BW |

|AW | )| + |ln( |CW |
|BW |)| = |ln( |BW |

|AW | ·
|CW |
|BW |)| =

|ln( |CW |
|AW | )| = |AC |N
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III. Anordnungsaxiome
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III. AnordnungsaxiomeIII/1 Zu jeder nihtnegativen reellen Zahl a und jedem Punkt O der Ebeneexistiert auf jedem Strahl mit dem Anfangspunkt O genau ein Punkt A mit
|OA|N = a.
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III. AnordnungsaxiomeIII/1 Zu jeder nihtnegativen reellen Zahl a und jedem Punkt O der Ebeneexistiert auf jedem Strahl mit dem Anfangspunkt O genau ein Punkt A mit
|OA|N = a.III/2 Eine beliebige Gerade g teilt die Menge der ihr niht angehörendenPunkte der Ebene in zwei nihtleere, disjunkte Mengen derart, dassa) die Verbindungsstreke zweier beliebiger Punkte, die vershiedenenMengen angehören, die Gerade g shneidet undb) die Verbindungsstreke zweier beliebiger Punkte, die derselben Mengeangehören, die Gerade g niht shneidet.
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Nahweis von III/1:Zu zeigen: Es existieren genau zwei Punkte P und Q, die von O denAbstand a haben und dass P und Q auf vershiedenen Halbgeraden von gbezüglih O liegen.
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Nahweis von III/1:Zu zeigen: Es existieren genau zwei Punkte P und Q, die von O denAbstand a haben und dass P und Q auf vershiedenen Halbgeraden von gbezüglih O liegen.
uU VQQ ′

O
O ′

P
P ′
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Nahweis von III/1:Zu zeigen: Es existieren genau zwei Punkte P und Q, die von O denAbstand a haben und dass P und Q auf vershiedenen Halbgeraden von gbezüglih O liegen.
uU VQQ ′

O
O ′

P
P ′Beweis: (O ′,Q ′,U,V ) := |O′U||Q′V |

|Q′U||O′V |Falls der Punkt Q ′ links von O ′ liegt gilt: |OQ|N = 12 ln (

|O′U||Q′V |
|Q′U||O′V |

)Aus der Bedingung |OQ|N = a ergibt sih |O′U||Q′V |
|Q′U||O′V | = exp(2a)Analog ergibt sih für den Punkt P ′ der rehts von O ′ liegt:

|O′U||P′V |
|P′U||O′V | = exp(−2a)Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 26 / 33



Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlihenPunkt W , so ist ln (

|QW |
|OW |

) für alle Punkte Q �oberhalb� von O positiv undln (

|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.

Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 27 / 33



Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlihenPunkt W , so ist ln (

|QW |
|OW |

) für alle Punkte Q �oberhalb� von O positiv undln (

|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.Es existieren also genau zwei Punkte P und Q, die von O dennihteuklidishen Abstand a haben.
Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 27 / 33



Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlihenPunkt W , so ist ln (

|QW |
|OW |

) für alle Punkte Q �oberhalb� von O positiv undln (

|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.Es existieren also genau zwei Punkte P und Q, die von O dennihteuklidishen Abstand a haben.Diese Punkte werden durh ln (

|QW |
|OW |

)

= ea und ln (

|PW |
|OW |

)

= e−afestgelegt.
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Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentlihenPunkt W , so ist ln (

|QW |
|OW |

) für alle Punkte Q �oberhalb� von O positiv undln (

|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.Es existieren also genau zwei Punkte P und Q, die von O dennihteuklidishen Abstand a haben.Diese Punkte werden durh ln (

|QW |
|OW |

)

= ea und ln (

|PW |
|OW |

)

= e−afestgelegt.Dass sih P und Q auf untershiedlihen Halbgeraden bzgl. O be�nden,liegt auf der Hand.Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 27 / 33



IV. Bewegungsaxiom
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IV. BewegungsaxiomWenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und gleih dem Abstandzweier Punkte C und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen, die Aauf C und B auf D abbilden. Eine Halbebene bezüglih der Geraden ABwird bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebenebezüglih CD abgebildet.
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IV. BewegungsaxiomWenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und gleih dem Abstandzweier Punkte C und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen, die Aauf C und B auf D abbilden. Eine Halbebene bezüglih der Geraden ABwird bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebenebezüglih CD abgebildet.Satz P.1: Euklidishe Vershiebungen entlang der Randgeraden u,Spiegelungen an zu u orthogonalen Geraden und zentrisheStrekungen mit einem positiven Strekungsfaktor und einemStrekungszentrum auf u bilden die nihteuklidishe Ebene H auf sih abund lassen nihteuklidishe Abstände unverändert.
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IV. BewegungsaxiomWenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und gleih dem Abstandzweier Punkte C und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen, die Aauf C und B auf D abbilden. Eine Halbebene bezüglih der Geraden ABwird bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebenebezüglih CD abgebildet.Satz P.1: Euklidishe Vershiebungen entlang der Randgeraden u,Spiegelungen an zu u orthogonalen Geraden und zentrisheStrekungen mit einem positiven Strekungsfaktor und einemStrekungszentrum auf u bilden die nihteuklidishe Ebene H auf sih abund lassen nihteuklidishe Abstände unverändert.Problem: Es gibt keine Bewegung, die zwei Punkte einer N-Geraden vomTyp 1 auf zwei Punkte einer N-Geraden vom Typ 2 abbildet.Lösung: �Spiegelung an Kreisen�Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 28 / 33



De�nition (Inversion): Es sei in einer (euklidishen) Ebene ein Kreis Kmit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben. Die Abbildung, diejedem Punkt A der Ebene einen Bildpunkt A′ mit A′ ∈ AM zuordnet, wirdals Inversion am Kreis K bezeihnet. Der Punkt M heiÿt Inversionspol undder Radius r Inversionsradius dieser Inversion. Dabei muss die Inversion diefolgenden Eigenshaften erfüllen:1 |MA| · |MA′| = r22 M, A und A′ liegen auf einer Geraden
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De�nition (Inversion): Es sei in einer (euklidishen) Ebene ein Kreis Kmit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben. Die Abbildung, diejedem Punkt A der Ebene einen Bildpunkt A′ mit A′ ∈ AM zuordnet, wirdals Inversion am Kreis K bezeihnet. Der Punkt M heiÿt Inversionspol undder Radius r Inversionsradius dieser Inversion. Dabei muss die Inversion diefolgenden Eigenshaften erfüllen:1 |MA| · |MA′| = r22 M, A und A′ liegen auf einer GeradenKoordinatendarstellung einer Inversion:Kartesishes Koordinatensystem mit Koordinatenursprung identish demMittelpunkt M des Kreises K.Aus A′ ∈ AM folgt, mit A(x , y) und A′(x ′, y ′), y ′x ′ = yx und nah derDe�nition der Inversion ist |MA| · |MA′| =
√x2 + y2 · √x ′2 + y ′2 = r2
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De�nition (Inversion): Es sei in einer (euklidishen) Ebene ein Kreis Kmit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben. Die Abbildung, diejedem Punkt A der Ebene einen Bildpunkt A′ mit A′ ∈ AM zuordnet, wirdals Inversion am Kreis K bezeihnet. Der Punkt M heiÿt Inversionspol undder Radius r Inversionsradius dieser Inversion. Dabei muss die Inversion diefolgenden Eigenshaften erfüllen:1 |MA| · |MA′| = r22 M, A und A′ liegen auf einer GeradenKoordinatendarstellung einer Inversion:Kartesishes Koordinatensystem mit Koordinatenursprung identish demMittelpunkt M des Kreises K.Aus A′ ∈ AM folgt, mit A(x , y) und A′(x ′, y ′), y ′x ′ = yx und nah derDe�nition der Inversion ist |MA| · |MA′| =
√x2 + y2 · √x ′2 + y ′2 = r2Es ergibt sih: x ′ = r2 · xx2+y2 und y ′ = r2 · yx2+y2Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 29 / 33



Satz P.2: Bei einer beliebigen Inversion mit dem Inversionspol M werden1. Geraden, die durh M verlaufen, auf sih selbst,
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Satz P.2: Bei einer beliebigen Inversion mit dem Inversionspol M werden1. Geraden, die durh M verlaufen, auf sih selbst,2. Geraden, die niht durh M verlaufen auf Kreise, die durh M verlaufen,3. Kreise, die durh M verlaufen auf Geraden, die niht durh M verlaufensowie4. Kreise die niht durh M verlaufen auf ebensolhe abgebildet.Satz P.3: Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt, sind nihteuklidisheBewegungen im Poinaré - Modell.Zum Beweis sei eine Inversion gegeben, die die Punkte A und B , auf einerN-Geraden vom Typ 2 liegend, auf die Bildpunkte A′ und B ′, auf einerN-Geraden vom Typ 1 liegend, abbildet.
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Satz P.2: Bei einer beliebigen Inversion mit dem Inversionspol M werden1. Geraden, die durh M verlaufen, auf sih selbst,2. Geraden, die niht durh M verlaufen auf Kreise, die durh M verlaufen,3. Kreise, die durh M verlaufen auf Geraden, die niht durh M verlaufensowie4. Kreise die niht durh M verlaufen auf ebensolhe abgebildet.Satz P.3: Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt, sind nihteuklidisheBewegungen im Poinaré - Modell.Zum Beweis sei eine Inversion gegeben, die die Punkte A und B , auf einerN-Geraden vom Typ 2 liegend, auf die Bildpunkte A′ und B ′, auf einerN-Geraden vom Typ 1 liegend, abbildet.Der Inversionspol M soll dabei dem uneigentlihen Punkt U der N-Geradevom Typ 1 entsprehen.
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .x ′A = r2 · xx2+y2A , x ′B = r2 · xx2+y2B und xV = r2x
Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 31 / 33



M = U V WB
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xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣
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∣
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∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .x ′A = r2 · xx2+y2A , x ′B = r2 · xx2+y2B und xV = r2xAus obigen Beziehungen folgt: x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)
=

y2By2A
Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 31 / 33



M = U V WB
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Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣
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∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .x ′A = r2 · xx2+y2A , x ′B = r2 · xx2+y2B und xV = r2xAus obigen Beziehungen folgt: x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)
=

y2By2ADurh Einsetzen folgt shlieÿlih:
|A′B ′|N = 12 ∣

∣

∣
ln ( y2By2A)∣

∣

∣
= 12 ∣

∣

∣

∣

ln(

( yByA)2)∣

∣

∣

∣

= 12 ∣

∣

∣
2ln ( yByA)∣

∣

∣
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Folgende Bewegungen der nihteuklidishen Ebene H sind bekannt:

Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 32 / 33



Folgende Bewegungen der nihteuklidishen Ebene H sind bekannt:1 Vershiebungen entlang der Randgeraden u

Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 32 / 33



Folgende Bewegungen der nihteuklidishen Ebene H sind bekannt:1 Vershiebungen entlang der Randgeraden u2 Spiegelungen an zu u senkrehten Geraden

Markus Kern (LA) Hyperbolishe Geometrie 15. Januar 2007 32 / 33
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Die Winkelmessung und das Lobatshewski-Parallelenaxiom imPoinaré Modell
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Die Winkelmessung und das Lobatshewski-Parallelenaxiom imPoinaré ModellDie Winkelmessung erfolgt wie im Euklidishen.
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Die Winkelmessung und das Lobatshewski-Parallelenaxiom imPoinaré ModellDie Winkelmessung erfolgt wie im Euklidishen.Nahweis des Parallelenaxioms:
U V

Pgh1 h2
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