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heris
hen Viere
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Das Axiomensystem der Hyperbolis
hen GeometrieI. InzidenzaxiomeII. AbstandsaxiomeIII. AnordnungsaxiomeIV. BewegungsaxiomV.a Lobats
hewskis
hes Parallelenaxiom:Es existiert eine Gerade g und ein ni
ht auf g liegenden Punkt P , dur
hden mindestens zwei Geraden verlaufen, die zu g parallel sind.
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hes Parallelenaxiom:Es existiert eine Gerade g und ein ni
ht auf g liegenden Punkt P , dur
hden mindestens zwei Geraden verlaufen, die zu g parallel sind.Mittels der Axiome der absoluten Geometrie folgt:V.b Lobats
hewskis
hes Parallelenaxiom (verallgemeinerte Fassung): Esexistieren zu jeder Geraden g und zu jedem ni
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Erste Sätze und FolgerungenUnters
hiede zur Euklidis
hen GeometrieSatz 1: Zu jeder Geraden g und zu jedem ni
ht auf g liegenden Punkt Pexistieren unendli
h viele Geraden, die dur
h P verlaufen und g ni
hts
hneiden.
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Satz 2 (Innenwinkelsatz der hyperbolis
hen Geometrie): In jedemDreie
k ist die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Re
hte.
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Satz 2 (Innenwinkelsatz der hyperbolis
hen Geometrie): In jedemDreie
k ist die Summe der Innenwinkel kleiner als zwei Re
hte.Satz 3: Die Winkelsumme eines jeden Viere
ks ist kleiner als 360◦.Satz 4: In der hyperbolis
hen Geometrie gilt in jedem Sa

heri-Viere
k dieHypothese vom spitzen Winkel.Satz 5: In der hyperbolis
hen Geometrie existieren keine Re
hte
ke.
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Das Cayley-Klein Modell
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Das Poin
aré Modell
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Das Poin
aré Modell
uWU VMx g1 g2De�nition 1: Es sei eine beliebige euklidis
he Ebene ǫ und in dieser Ebeneeine Gerade u gegeben
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hteuklidis
he Ebene H ist eine der beiden o�enen Halbebenen von ǫbezügli
h u.b) Ni
hteuklidis
he Punkte sind alle euklidis
hen Punkte der o�enenHalbebene.
) Ni
hteuklidis
he Geraden sind alle vollständig in H liegenden o�enenHalbkreise, deren Mittelpunkte der (euklidis
hen) Geraden u angehören,und alle in H liegenden o�enen Halbgeraden, deren Anfangspunkte uangehören.Markus Kern (LA) Hyperbolis
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander vers
hiedenen Punkten gibt es genaueine Gerade, wel
he diese beiden Punkte enthält.
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I. InzidenzaxiomeI/1 Jede Gerade ist eine Punktmenge.I/2 Zu zwei beliebigen, voneinander vers
hiedenen Punkten gibt es genaueine Gerade, wel
he diese beiden Punkte enthält.I/3 Jede Gerade enthält mindestens einen Punkt.I/4 Es existieren (mindestens) drei Punkte, die ni
ht einer Geradenangehören.Die Gültigkeit von I/1, I/3 und I/4 ist unmittelbar einzusehen, wohingegenI/2 näherer Betra
htung bedarf.
b ABxx uMxA B
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II. Abstandsaxiome

Markus Kern (LA) Hyperbolis
he Geometrie 15. Januar 2007 18 / 33



II. AbstandsaxiomeII/1 Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine ni
htnegative reelleZahl d mit d = 0 ⇔ A = B . (Diese Zahl wird als Abstand |AB|N derPunkte A und B bezei
hnet.)
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II. AbstandsaxiomeII/1 Zu zwei beliebigen Punkten A und B gibt es eine ni
htnegative reelleZahl d mit d = 0 ⇔ A = B . (Diese Zahl wird als Abstand |AB|N derPunkte A und B bezei
hnet.)II/2 Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .II/3 Für drei beliebige Punkte A, B und C gilt
|AB|N + |BC |N ≥ |AC |N .Falls A, B und C auf einer Geraden liegen, so gilt eine der drei Glei
hungen
|AB|N + |BC |N = |AC |N ,
|AC |N + |CB|N = |AB|N ,
|BA|N + |AC |N = |BC |N ,ist umgekehrt eine dieser drei Glei
hungen erfüllt, so liegen A, B und C aufeiner Geraden.Markus Kern (LA) Hyperbolis
he Geometrie 15. Januar 2007 18 / 33



De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Ri
htung ausgezei
hnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezei
hnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |

|BV | .
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De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Ri
htung ausgezei
hnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezei
hnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |

|BV | .Eigens
haften des Doppelverhältnisses:1 Falls vier Punkte A, B , U und V paarweise voneinander vers
hiedensind und jeder der Punkte A und B zwis
hen den Punkten U und Vliegt, so gilt (A,B,U,V ) > 0.
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De�nition 2: Es seien A, B , U und V vier Punkte einer Geraden g , und essei auf g eine Ri
htung ausgezei
hnet. Als Doppelverhältnis der PunkteA, B , U und V bezei
hnen wir den Quotienten:
(A,B,U,V ) := |AU||BV |

|BU||AV | = |AU|
|BU| : |AV |
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haften des Doppelverhältnisses:1 Falls vier Punkte A, B , U und V paarweise voneinander vers
hiedensind und jeder der Punkte A und B zwis
hen den Punkten U und Vliegt, so gilt (A,B,U,V ) > 0.2 Für vier beliebige (kollineare) Punkte A, B , U und V gilt:
(A,B,U,V ) = 1

(B,A,U,V ) .3 Für fünf beliebige (kollineare) Punkte A, B , C , U und V gilt
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De�nition 3: Es seien A und B zwei N-Punkte, die auf einer N-Geradenvom Typ 1 mit den uneigentli
hen Punkten U und V liegen sowie A′ undB ′ die Fuÿpunkte der Lote von A bzw. B auf u. Weiterhin seien C und Dzwei Punkte, die auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentli
henPunkt W ∈ u liegen.Als ni
hteuklidis
hen (N-)Abstand der Punkte A und B sowie der Punkte Cund D bezei
hnen wir
|AB|N := 12 |ln ((A′,B ′,U,V )) |bzw.
|CD|N :=

∣

∣

∣
ln (

|DW |
|CW |

)
∣

∣

∣

CDWxx uU V
A
A′

B
B ′Markus Kern (LA) Hyperbolis
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Folgerung: Falls ein kartesis
hes Koordinatensystem gegeben ist, dessenx-A
hse auf der Randgeraden u der ni
hteuklidis
hen Ebene H liegt und A,B , C , D, U und V Punkte wie in Def. 2 bes
hrieben sowie (xA, yA),
(xB , yB), (xC , yC ), (xD , yD), (xU , 0) und (xV , 0) die Koordinaten dieserPunkte sind, so gilt
|AB|N := 12 ∣

∣

∣
ln (

(xU−xA)(xV−xB)
(xU−xB)(xV−xA)

)
∣

∣

∣
sowie |CD|N :=

∣

∣

∣
ln (

|yD |
|yC |)∣

∣

∣
.
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.Na
hweis von II/1:�⇐� Aus A = B bzw. C = D folgt d = 0:Die Punkte A und B bzw. C und D seien identis
h dann folgt aus derDe�nition des Doppelverhältnisses, dass (A′,B ′,U,V ) = 1 bzw. |CW |

|DW | = 1.Aus ln(1) = 0 folgt: |AB|N = 0 sowie |CD|N = 0.
Markus Kern (LA) Hyperbolis
he Geometrie 15. Januar 2007 21 / 33



Folgerung: Falls ein kartesis
hes Koordinatensystem gegeben ist, dessenx-A
hse auf der Randgeraden u der ni
hteuklidis
hen Ebene H liegt und A,B , C , D, U und V Punkte wie in Def. 2 bes
hrieben sowie (xA, yA),
(xB , yB), (xC , yC ), (xD , yD), (xU , 0) und (xV , 0) die Koordinaten dieserPunkte sind, so gilt
|AB|N := 12 ∣

∣

∣
ln (

(xU−xA)(xV−xB)
(xU−xB)(xV−xA)

)
∣

∣

∣
sowie |CD|N :=

∣

∣

∣
ln (

|yD |
|yC |)∣

∣

∣
.Na
hweis von II/1:�⇐� Aus A = B bzw. C = D folgt d = 0:Die Punkte A und B bzw. C und D seien identis
h dann folgt aus derDe�nition des Doppelverhältnisses, dass (A′,B ′,U,V ) = 1 bzw. |CW |

|DW | = 1.Aus ln(1) = 0 folgt: |AB|N = 0 sowie |CD|N = 0.�⇒� Aus d = 0 folgt A = B bzw. C = D.Sei |AB|N = 0 bzw. |CD|N = 0, so muss (A′,B ′,U,V ) = 1 bzw. |CW |
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Na
hweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .
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Na
hweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .N-Gerade Typ 1:
|BA|N = |ln((B′

,A′
,U,V ))|2 =

|ln 1
(A′,B′

,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
,U,V ))|2 = |AB|N
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Na
hweis von II/2:Für zwei beliebige Punkte A und B gilt |AB|N = |BA|N .N-Gerade Typ 1:
|BA|N = |ln((B′

,A′
,U,V ))|2 =

|ln 1
(A′,B′

,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
,U,V ))|2 = |AB|NN-Gerade Typ 2: |DC |N =

∣

∣

∣
ln (

|CW |
|DW |

)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
−ln (

|DW |
|CW |

)
∣

∣

∣
= |CD|N
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Na
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,A′
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,U,V )
|2 = |−ln((A′

,B′
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∣
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)
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∣
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∣

∣

∣
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)
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∣

∣
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hweis von II/3:Behauptung: Für drei kollineare Punkte A, B , C , wobei der Punkt Bzwis
hen A und C liegen soll, gilt die Glei
hung |AB|N + |BC |N = |AC |N .
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hweis von II/3:Behauptung: Für drei kollineare Punkte A, B , C , wobei der Punkt Bzwis
hen A und C liegen soll, gilt die Glei
hung |AB|N + |BC |N = |AC |N .1. Fall: Die Punkte A, B und C liegen auf einer N-Geraden vom Typ 1 (mitden uneigentli
hen Punkten U und V ). Aus der Lage der drei Punkte folgt,dass der Lotfuÿpunkt B ′ von B zwis
hen A′ und C ′ liegen muss.

|AB|N + |BC |N = 12 |ln((A′,B ′,U,V ))| + 12 |ln((B ′,C ′,U,V ))|
= 12 (|ln(A′,B ′,U,V )| + ln(B ′,C ′,U,V ))
= 12 (|ln [(A′,B ′,U,V ) · (B ′,C ′,U,V )] |)
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2. Fall: Die Punkte A, B und C liegen auf einer N-Geraden vom Typ 2 (mitdem uneigentli
hen Punkten W ).
|AB|N + |BC |N = |ln( |BW |

|AW | )| + |ln( |CW |
|BW |)| = |ln( |BW |

|AW | ·
|CW |
|BW |)| =

|ln( |CW |
|AW | )| = |AC |N
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III. Anordnungsaxiome
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III. AnordnungsaxiomeIII/1 Zu jeder ni
htnegativen reellen Zahl a und jedem Punkt O der Ebeneexistiert auf jedem Strahl mit dem Anfangspunkt O genau ein Punkt A mit
|OA|N = a.
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III. AnordnungsaxiomeIII/1 Zu jeder ni
htnegativen reellen Zahl a und jedem Punkt O der Ebeneexistiert auf jedem Strahl mit dem Anfangspunkt O genau ein Punkt A mit
|OA|N = a.III/2 Eine beliebige Gerade g teilt die Menge der ihr ni
ht angehörendenPunkte der Ebene in zwei ni
htleere, disjunkte Mengen derart, dassa) die Verbindungsstre
ke zweier beliebiger Punkte, die vers
hiedenenMengen angehören, die Gerade g s
hneidet undb) die Verbindungsstre
ke zweier beliebiger Punkte, die derselben Mengeangehören, die Gerade g ni
ht s
hneidet.
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Na
hweis von III/1:Zu zeigen: Es existieren genau zwei Punkte P und Q, die von O denAbstand a haben und dass P und Q auf vers
hiedenen Halbgeraden von gbezügli
h O liegen.
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uU VQQ ′

O
O ′

P
P ′
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Na
hweis von III/1:Zu zeigen: Es existieren genau zwei Punkte P und Q, die von O denAbstand a haben und dass P und Q auf vers
hiedenen Halbgeraden von gbezügli
h O liegen.
uU VQQ ′

O
O ′

P
P ′Beweis: (O ′,Q ′,U,V ) := |O′U||Q′V |

|Q′U||O′V |Falls der Punkt Q ′ links von O ′ liegt gilt: |OQ|N = 12 ln (

|O′U||Q′V |
|Q′U||O′V |

)Aus der Bedingung |OQ|N = a ergibt si
h |O′U||Q′V |
|Q′U||O′V | = exp(2a)Analog ergibt si
h für den Punkt P ′ der re
hts von O ′ liegt:

|O′U||P′V |
|P′U||O′V | = exp(−2a)Markus Kern (LA) Hyperbolis
he Geometrie 15. Januar 2007 26 / 33



Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentli
henPunkt W , so ist ln (

|QW |
|OW |

) für alle Punkte Q �oberhalb� von O positiv undln (

|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.
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|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.Es existieren also genau zwei Punkte P und Q, die von O denni
hteuklidis
hen Abstand a haben.Diese Punkte werden dur
h ln (
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Ist O ein Punkt auf einer N-Geraden vom Typ 2 mit dem uneigentli
henPunkt W , so ist ln (

|QW |
|OW |

) für alle Punkte Q �oberhalb� von O positiv undln (

|PW |
|OW |

) für alle Punkte �unterhalb� von O negativ.Es existieren also genau zwei Punkte P und Q, die von O denni
hteuklidis
hen Abstand a haben.Diese Punkte werden dur
h ln (

|QW |
|OW |

)

= ea und ln (

|PW |
|OW |

)

= e−afestgelegt.Dass si
h P und Q auf unters
hiedli
hen Halbgeraden bzgl. O be�nden,liegt auf der Hand.Markus Kern (LA) Hyperbolis
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IV. Bewegungsaxiom
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IV. BewegungsaxiomWenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und glei
h dem Abstandzweier Punkte C und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen, die Aauf C und B auf D abbilden. Eine Halbebene bezügli
h der Geraden ABwird bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebenebezügli
h CD abgebildet.
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he Vers
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IV. BewegungsaxiomWenn der Abstand zweier Punkte A und B positiv und glei
h dem Abstandzweier Punkte C und D ist, dann gibt es genau zwei Bewegungen, die Aauf C und B auf D abbilden. Eine Halbebene bezügli
h der Geraden ABwird bei jeder dieser beiden Bewegungen auf eine andere Halbebenebezügli
h CD abgebildet.Satz P.1: Euklidis
he Vers
hiebungen entlang der Randgeraden u,Spiegelungen an zu u orthogonalen Geraden und zentris
heStre
kungen mit einem positiven Stre
kungsfaktor und einemStre
kungszentrum auf u bilden die ni
hteuklidis
he Ebene H auf si
h abund lassen ni
hteuklidis
he Abstände unverändert.Problem: Es gibt keine Bewegung, die zwei Punkte einer N-Geraden vomTyp 1 auf zwei Punkte einer N-Geraden vom Typ 2 abbildet.Lösung: �Spiegelung an Kreisen�Markus Kern (LA) Hyperbolis
he Geometrie 15. Januar 2007 28 / 33



De�nition (Inversion): Es sei in einer (euklidis
hen) Ebene ein Kreis Kmit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben. Die Abbildung, diejedem Punkt A der Ebene einen Bildpunkt A′ mit A′ ∈ AM zuordnet, wirdals Inversion am Kreis K bezei
hnet. Der Punkt M heiÿt Inversionspol undder Radius r Inversionsradius dieser Inversion. Dabei muss die Inversion diefolgenden Eigens
haften erfüllen:1 |MA| · |MA′| = r22 M, A und A′ liegen auf einer Geraden
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h demMittelpunkt M des Kreises K.
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haften erfüllen:1 |MA| · |MA′| = r22 M, A und A′ liegen auf einer GeradenKoordinatendarstellung einer Inversion:Kartesis
hes Koordinatensystem mit Koordinatenursprung identis
h demMittelpunkt M des Kreises K.Aus A′ ∈ AM folgt, mit A(x , y) und A′(x ′, y ′), y ′x ′ = yx und na
h derDe�nition der Inversion ist |MA| · |MA′| =
√x2 + y2 · √x ′2 + y ′2 = r2
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De�nition (Inversion): Es sei in einer (euklidis
hen) Ebene ein Kreis Kmit dem Mittelpunkt M und dem Radius r gegeben. Die Abbildung, diejedem Punkt A der Ebene einen Bildpunkt A′ mit A′ ∈ AM zuordnet, wirdals Inversion am Kreis K bezei
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hes Koordinatensystem mit Koordinatenursprung identis
h demMittelpunkt M des Kreises K.Aus A′ ∈ AM folgt, mit A(x , y) und A′(x ′, y ′), y ′x ′ = yx und na
h derDe�nition der Inversion ist |MA| · |MA′| =
√x2 + y2 · √x ′2 + y ′2 = r2Es ergibt si
h: x ′ = r2 · xx2+y2 und y ′ = r2 · yx2+y2Markus Kern (LA) Hyperbolis
he Geometrie 15. Januar 2007 29 / 33



Satz P.2: Bei einer beliebigen Inversion mit dem Inversionspol M werden1. Geraden, die dur
h M verlaufen, auf si
h selbst,
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h M verlaufen, auf si
h selbst,2. Geraden, die ni
ht dur
h M verlaufen auf Kreise, die dur
h M verlaufen,3. Kreise, die dur
h M verlaufen auf Geraden, die ni
ht dur
h M verlaufensowie4. Kreise die ni
ht dur
h M verlaufen auf ebensol
he abgebildet.Satz P.3: Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt, sind ni
hteuklidis
heBewegungen im Poin
aré - Modell.Zum Beweis sei eine Inversion gegeben, die die Punkte A und B , auf einerN-Geraden vom Typ 2 liegend, auf die Bildpunkte A′ und B ′, auf einerN-Geraden vom Typ 1 liegend, abbildet.
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Satz P.2: Bei einer beliebigen Inversion mit dem Inversionspol M werden1. Geraden, die dur
h M verlaufen, auf si
h selbst,2. Geraden, die ni
ht dur
h M verlaufen auf Kreise, die dur
h M verlaufen,3. Kreise, die dur
h M verlaufen auf Geraden, die ni
ht dur
h M verlaufensowie4. Kreise die ni
ht dur
h M verlaufen auf ebensol
he abgebildet.Satz P.3: Inversionen, deren Inversionspol auf u liegt, sind ni
hteuklidis
heBewegungen im Poin
aré - Modell.Zum Beweis sei eine Inversion gegeben, die die Punkte A und B , auf einerN-Geraden vom Typ 2 liegend, auf die Bildpunkte A′ und B ′, auf einerN-Geraden vom Typ 1 liegend, abbildet.Der Inversionspol M soll dabei dem uneigentli
hen Punkt U der N-Geradevom Typ 1 entspre
hen.
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .x ′A = r2 · xx2+y2A , x ′B = r2 · xx2+y2B und xV = r2x
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M = U V WB
A

x
xA′ B ′ u

Inv.kreis
|A′B ′|N := 12 ∣

∣

∣
ln ( x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)

)
∣

∣

∣Für die Punkte A,B und W gilt xA = xB = xW =: x .x ′A = r2 · xx2+y2A , x ′B = r2 · xx2+y2B und xV = r2xAus obigen Beziehungen folgt: x ′A(xV−x ′B)x ′B(xV−x ′A)
=

y2By2ADur
h Einsetzen folgt s
hlieÿli
h:
|A′B ′|N = 12 ∣

∣

∣
ln ( y2By2A)∣

∣

∣
= 12 ∣

∣

∣

∣

ln(

( yByA)2)∣

∣

∣

∣

= 12 ∣

∣

∣
2ln ( yByA)∣

∣

∣
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Folgende Bewegungen der ni
hteuklidis
hen Ebene H sind bekannt:
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Die Winkelmessung und das Lobats
hewski-Parallelenaxiom imPoin
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Die Winkelmessung und das Lobats
hewski-Parallelenaxiom imPoin
aré ModellDie Winkelmessung erfolgt wie im Euklidis
hen.Na
hweis des Parallelenaxioms:
U V

Pgh1 h2
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