Graphen und Matrizen



Graphen

Ein Graph G = (V, &) besteht aus
> eine Menge von Knoten i € V (engl. vertex)

» von denen gewisse Knotenpaare durch Kanten (/,j) € €
(engl. edge) verbunden sind.



Zusammenhangskomponenten

Als eine Zusammenhangskomponente von G bezeichnen wir einen
Teilgraphen Go,

» in dem jeder Knoten von Gg durch einen Pfad mit jedem
anderen Knoten von Gg verbunden ist,

» und zugleich mit keinem Knoten auBerhalb von Gy verbunden
ist.



Zusammenhangskomponenten

Als eine Zusammenhangskomponente von G bezeichnen wir einen
Teilgraphen Go,

> in dem jeder Knoten von Gg durch einen Pfad mit jedem
anderen Knoten von Gg verbunden ist,

» und zugleich mit keinem Knoten auBerhalb von Gy verbunden
ist.

So hat z.B. der folgende Graph 3 Zusammenhangskomponenten:
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gerichtet vs. ungerichtet

» Eine Kante (/,/) fassen wir als Kante ,,von i nach j* auf.

» Gilt fiir jede Kante (i,/) € € auch (j,i) € €,
so ist der Graph ungerichtet (zahle jedes Kantenpaar
(i,/),(, i) als eine ungerichtete Kante).

» Andernfalls gerichtet.



Inzidenzmatrix

Endlicher gerichteter Graph G = (V, €):
> v:{V]_,...,Vn}

> 8:{61,...,ek}



Inzidenzmatrix

Endlicher gerichteter Graph G = (V, €):
> V=A{wv,...,vp}
> E={e1,..., e}
Die (gerichtete) Inzidenzmatrix @ € R¥*" von G hat Eintrige

1, Kante ¢ geht von v; aus
qij = —1, Kante ¢; geht nach v;
0, sonst



Inzidenzmatrix

Endlicher gerichteter Graph G = (V, €):
> V=A{wv,...,vp}
> E={e1,..., e}
Die (gerichtete) Inzidenzmatrix @ € R¥*" von G hat Eintrige

1, Kante ¢ geht von v; aus
qij = —1, Kante ¢; geht nach v;
0, sonst

Beobachtung:
Jede Zeile hat genau einmal +1 und genau einmal —1.



Inzidenzmatrix

Satz 1
Der gerichtete Graph G habe n Knoten.

1. Ist G zusammenhingend, so ist
Rang(Q) = n— 1.
2. Falls G aus k Zusammenhangskomponenten besteht, so gilt

Rang(Q) = n— k.



ungerichtete Inzidenzmatrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V={vi,...,vn}
&= {en... &)



ungerichtete Inzidenzmatrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V={v1,...,Vn}
» E={e1,..., e}
Die (ungerichtete) Inzidenzmatrix M € R¥*" von G hat Eintrige

e — 1, Kante e geht von oder nach v;
Y71 0, sonst



ungerichtete Inzidenzmatrix
Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V={v1,...,vp}
> E={er,..., e}

Die (ungerichtete) Inzidenzmatrix M € R¥*" von G hat Eintrige

1, Kante e geht von oder nach v;
mij = 0, sonst
Y

Satz 2
Sei G zusammenhingend. Ist G ein bipartiter Graph, so ist
Rang(M) =n—1,

andernfalls
Rang(M) = n.



Adjazenzmatrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V={v,...,vp}

> 8:{61,...,ek}



Adjazenzmatrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V={v,...,vp}
» E={e1,..., e}
Die Adjazenzmatrix A € R*"” von G hat Eintrage

9 1, falls (i,j) eV
Y71 0, sonst



Adjazenzmatrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V={v,...,vp}
» E={e1,..., e}
Die Adjazenzmatrix A € R*"” von G hat Eintrage

9 1, falls (i,j) eV
Y71 0, sonst

Beobachtung:
A ist symmetrisch, da A ungerichtet.



Adjazenzmatrix
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Adjazenzmatrix

Satz 2
Der (i, j)-Eintrag von A® gibt die Anzahl der Wege der Léange s
von i nach j an.



Laplace-Matrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, £):
> V=A{wv,...,vn}

> 8:{e1,...,ek}



Laplace-Matrix

Endlicher ungerichteter Graph G = (V, €):
> V=A{wv,...,vn}
> &E={e1,..., e}
Die Laplace-Matrix L € R"*" des Graphen G hat die Eintrage

d;, falls i =j und genau d; Kanten (i, k) von i ausgehen
lij =4 —1, fallsi# j und die Kante (/,j) € € existiert
0, sonst



Laplace-Matrix

Beobachtung:

L=D-A
=Q'-Q

Dabei ist D = diag(dh,...,d,), A die Adjazenzmatrix und Q die
Inzidenzmatrix (fiir beliebige Kantenrichtungen auf G).



Laplace-Matrix
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Laplace-Matrix

Satz 3

1.

. Der Vektor ( :

Die Laplace-Matrix L ist symmetrisch, diagonalisierbar und

alle Eigenwerte sind nicht negativ: 0 = A1 < Ap < -+ < Ag.

1
> ist ein Eigenvektor von L zum Eigenwert

i

A1 =0.

Fiir jeden Eigenwert A von L mit Eigenvektor v gilt

A= V‘T/T"L"/V — Z”l 5 (0 i),

. V?
=10 ij)ee

. Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A\; = 0 ist die

Anzahl der zusammenhingenden Komponenten von G.



